
❘❡s♣♦♥s❡s t♦ ❘❡✈✐❡✇❡r ✶

❲❡ ❛r❡ ✈❡r② ❣r❛t❡❢✉❧ t♦ r❡✈✐❡✇❡r ✶ ❢♦r ❤✐s✴❤❡r✴t❤❡✐r ❝♦♠♠❡♥ts ♦♥ ♦✉r ♠❛♥✉s❝r✐♣t✳ ❲❡ ❤❛✈❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ t❤❡
❝♦♠♠❡♥ts ❝❛r❡❢✉❧❧②✱ ❛♥❞ ✇❡ ❤♦♣❡ t❤❛t t❤❡ r❡✈✐❡✇❡r ❛♥❞ ❡❞✐t♦r ❛r❡ ❤❛♣♣② ✇✐t❤ ♦✉r r❡s♣♦♥s❡s✳ ❚❤❡ r❡✈✐❡✇❡r✬s
r❡♣♦rt ✐s r❡♣r♦❞✉❝❡❞ ❜❡❧♦✇ ✭✐♥ r❡❞✮✱ t♦❣❡t❤❡r ✇✐t❤ ♦✉r r❡s♣♦♥s❡s✳ ❲❤❡r❡ ❝❤❛♥❣❡s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♠❛❞❡ t♦ t❤❡
♠❛♥✉s❝r✐♣t✱ t❤❡s❡ ❛r❡ ✉♥❞❡r❧✐♥❡❞✳ ❚❤❡ ❧♦❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❡❛❝❤ ❝❤❛♥❣❡ ✐♥ t❤❡ ♥❡✇ ♠❛♥✉s❝r✐♣t ✐s s❤♦✇♥ ✐♥ ❜❧✉❡✳

❈♦♠♠❡♥ts ♦❢ ❘❡✈✐❡✇❡r ✶

❚❤✐s ♠❛♥✉s❝r✐♣t ❡①t❡♥❞s t❤❡ ❡①✐st✐♥❣ ❞r② ❆❇❈ ♠♦❞❡❧ t♦ ✐♥❝❧✉❞❡ ♠✐①✐♥❣ r❛t✐♦s ♦❢ ✇❛t❡r ✈❛♣♦r ❛♥❞ ❝❧♦✉❞
✇❛t❡r✱ t❡r♠❡❞ t❤❡ ❵❤②❞r♦✲❆❇❈ ♠♦❞❡❧✬✳ ❚❤✐s ♠❛♥✉s❝r✐♣t ✐♥tr♦❞✉❝❡s ❛♥❞ ❡✈❛❧✉❛t❡s t❤❡ ❡①t❡♥❞❡❞ ❡q✉❛t✐♦♥s
❢♦r t❤❡ ❵❤②❞r♦✲❆❇❈ ♠♦❞❡❧✬✳ ❚❤❡ s✉❝❝❡ss ♦❢ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❢♦r ❛ r❡❛❧✐st✐❝✲❧♦♦❦✐♥❣ ❛♥✈✐❧ ❝❧♦✉❞ ♦✛❡rs t❤❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐t②
♦❢ ❡①♣❧♦r✐♥❣ ❝♦♥✈❡❝t✐✈❡✲s❝❛❧❡ ❉❆ str❛t❡❣✐❡s ✇✐t❤✐♥ ❛ ❧♦✇✲❝♦st ♠♦❞❡❧✳ ■♥✈❡st✐❣❛t✐♦♥s ♦❢ ❡rr♦r st❛t✐st✐❝s ❛r❡
❛❧s♦ ❝♦♥❞✉❝t❡❞✳ ●❡♥❡r❛❧❧②✱ t❤✐s ♠❛♥✉s❝r✐♣t ✐s ❛ ❝♦♠♣❧❡t❡ ✇♦r❦ ❛♥❞ ♣r♦✈✐❞❡s ❛ ❝❤❡❛♣❡r ❛♣♣r♦❛❝❤ t♦ st✉❞②✐♥❣
❝♦♥✈❡❝t✐✈❡✲s❝❛❧❡ ❉❆✳ ▼② ♦✈❡r❛❧❧ r❡❝♦♠♠❡♥❞❛t✐♦♥ ✐s ❢♦r ❛❝❝❡♣t❛♥❝❡ ♣❡♥❞✐♥❣ ♠✐♥♦r r❡✈✐s✐♦♥s✳

❼ ▼❛♥② t❤❛♥❦s t♦ t❤❡ r❡✈✐❡✇❡r ❢♦r t❤❡ ✈❡r② ♣♦s✐t✐✈❡ ❛♥❞ ✐♥s✐❣❤t❢✉❧ ❝♦♠♠❡♥ts✳ ❲❡ ❤❛✈❡ ♥✉♠❜❡r❡❞ t❤❡
r❡✈✐❡✇❡r✬s ♣♦✐♥ts ❜❡❧♦✇✱ ✇✐t❤ ♦✉r r❡s♣♦♥s❡s✳

✶✳ ▲✐♥❡ ✼✿ ✧✲✧✐s ♠✐ss✐♥❣ ❛❢t❡r ✧❍②❞r♦✧✳ ❈❤❛♥❣❡ ♠❛❞❡✱ ▲✽✳

✷✳ ▲✐♥❡ ✶✵✶✿ ❈❤❡❝❦ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ✜rst ✧❂✧ s✐❣♥ s❡❡♠s t♦ ❜❡ ✧✰✧❄ ❈❤❛♥❣❡ ♠❛❞❡✱ ▲✶✵✵✳

✸✳ ❋✐❣✳ ✺✿ ■ ❛♠ ❝♦♥❢✉s❡❞ ❛❜♦✉t t❤❡ ✈❡rt✐❝❛❧ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥s ♦❢ ✇ ✇✐t❤ q ❛♥❞ q❝ ❛t ✽✵ ❛♥❞ ♦♥✇❛r❞✳ ❇♦t❤
❝♦rr❡❧❛t✐♦♥s s❤♦✇ str♦♥❣ ♣♦s✐t✐✈❡ ✈❛❧✉❡s ✐♥ t❤❡ ❧♦✇ ❧❡✈❡❧s✳ ■♥t✉✐t✐✈❡❧②✱ t❤❡ ✐♥❝r❡❛s❡❞ q❝ ♠❡❛♥s t❤❡
r❡❞✉❝❡❞ q✳ ❲❤② ❞♦ ✇❡ s❡❡ ♣♦s✐t✐✈❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥s ❢♦r ❜♦t❤ ♦❢ t❤❡♠❄ ❚❤✐s ✐s ❛ ✈❡r② ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ♣♦✐♥t✳ ❲❡
❤❛✈❡ ❛❞❞❡❞ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❡①t ✭✉♥❞❡r❧✐♥❡❞✮✿ ✏❚❤✐s s✉❣❣❡sts t❤❛t t❤❡ r❡❣✐♦♥ ♦❢ ♣♦s✐t✐✈❡ qc✲w ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡s
❥✉st ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ✐s ♥♦t ❝❛✉s❡❞ ❜② ❛❞✈❡❝t✐♦♥ ✭t❤❡ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡s ✇♦✉❧❞ ❤❛✈❡ ♥❡❣❛t✐✈❡ s✐❣♥ ✐❢ t❤❡② ✇❡r❡✮✱ ❜✉t
✐♥st❡❛❞ ❜② t❤❡ ♣r♦❝❡ss ♦❢ ♠♦r❡ ❝♦♥❞❡♥s❛t❡ ❜❡✐♥❣ ♣r♦❞✉❝❡❞ ✐♥ ❛ss♦❝✐❛t✐♦♥ ✇✐t❤ str♦♥❣❡r w✳ ◆♦t❡ t❤❛t
✐♥ ♠♦st ♣❛rts ♦❢ t❤❡ ❝❧♦✉❞ ❧❛②❡r q ❛♥❞ qc ❛r❡ ❜♦t❤ ♣♦s✐t✐✈❡❧② ❝♦rr❡❧❛t❡❞ ✇✐t❤ w ✭❛♥❞ ✐♥ ❢❛❝t ♣♦s✐t✐✈❡❧②
❝♦rr❡❧❛t❡❞ ✇✐t❤ ❡❛❝❤ ♦t❤❡r✱ ♥♦t s❤♦✇♥✮✱ ✇❤✐❝❤ ♠❛② ❛♣♣❡❛r ❝♦✉♥t❡r✲✐♥t✉✐t✐✈❡✳ ■♥ t❤❡ ❝♦♥✈❡❝t✐♦♥ ③♦♥❡✱
❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❛♥❞ ❝♦♥❞❡♥s❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss❡s ❛r❡ ❤❛♣♣❡♥✐♥❣✳ ❚❤❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❝❛♥ ✐♥❝r❡❛s❡ q ✇❤✐❧❡ t❤❡
❝♦♥❞❡♥s❛t✐♦♥ ✇✐❧❧ ❞❡❝r❡❛s❡ q✱ ❜✉t ✐♥❝r❡❛s❡ qc✳ ❆s ❧♦♥❣ ❛s t❤❡ ✐♥❝r❡❛s❡ ♦❢ q ❝❛✉s❡❞ ❜② ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ✐s
❧❛r❣❡r t❤❛♥ t❤❡ ❧♦ss ♦❢ q ❜② ❝♦♥❞❡♥s❛t✐♦♥✱ t❤❡r❡ ✐s ❛ ♥❡t ✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ q✱ ✐♥ ✇❤✐❝❤ ❝❛s❡ ❜♦t❤ q ❛♥❞ qc ❝♦✉❧❞
❤❛✈❡ ❛ ♣♦s✐t✐✈❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ ✈❡rt✐❝❛❧ ✇✐♥❞✳✑ ▲✸✺✷✳

✹✳ ❚❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ✧❤②❞r♦✲❆❇❈ ♠♦❞❡❧✧ ❞♦❡s ♥♦t ✐♥❝❧✉❞❡ t❤❡ ♣r❡❝✐♣✐t❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss❡s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ♣r❡❝✐♣✐✲
t❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❧❡❛❞ t♦ t❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ♦❢ ❝♦❧❞ ♣♦♦❧s✱ ✇❤✐❝❤ ❢❛❝✐❧✐t❛t❡ t❤❡ ♠❛✐♥t❡♥❛♥❝❡ ♦❢ ❝♦♥✈❡❝t✐♦♥s✳ ❲✐❧❧
t❤❡ ❛✉t❤♦rs ❤❛✈❡ ♣❧❛♥s t♦ ✐♥❝❧✉❞❡ t❤❡ ♣r♦❝❡ss❡s r❡❧❛t❡❞ t♦ ❝♦❧❞ ♣♦♦❧s ✐♥ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ♠♦❞❡❧❄ ❲❡ ❤❛✈❡
❛❞❞❡❞ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❡①t t♦ t❤❡ ❡♥❞ ♦❢ t❤❡ ♣❛♣❡r✿ ✏❆♥♦t❤❡r ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ❛✈❡♥✉❡ t❤❛t ♠❛② ❜❡ ❡①♣❧♦r❡❞ ✐s
t♦ ❛❞❞ ❛ ♣r❡❝✐♣✐t❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss ✭✐✳❡✳ ❛♥ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❢❛st ❞♦✇♥✇❛r❞ tr❛♥s♣♦rt ♦❢ ❝♦♥❞❡♥s❛t❡✮✱ ✇❤✐❝❤ ❝♦✉❧❞
❣✐✈❡ r✐s❡ t♦ ❝♦❧❞ ♣♦♦❧s✳✑ ▲✹✾✹✳

✺✳ ❋✐❣✉r❡ ✻✿ ■t ✐s ✉♥❝❧❡❛r ❤♦✇ t❤❡ ❛✉t❤♦rs ❞❡✜♥❡ t❤❡ t❤r❡❡ ③♦♥❡s ✐♥ t❤✐s ✜❣✉r❡✳ ❇❡❝❛✉s❡ ❋✐❣✉r❡ ✼ s✉❣❣❡sts
t❤❛t t❤❡ ❛✉t❤♦rs ❛tt❡♠♣t t♦ ✜♥❞ ✐♥❞✐❝❛t♦rs ❢♦r ❞❡t❡r♠✐♥✐♥❣ t❤❡ t❤r❡❡ ③♦♥❡s✳ ❚❤r❡❡ ③♦♥❡s ❛r❡ ❞❡✜♥❡❞
✭✏❝♦♥✈❡❝t✐♦♥✑✱ ✏♠♦✐st✑✱ ❛♥❞ ✏❞r②✑✮ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❝❤♦♦s❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐✈❡ ♣♦✐♥ts ❢♦r st✉❞② ✐♥ ❋✐❣✳ ✼✳

✭❛✮ ▲❛❜❡❧s ♦❢ t❤❡ ③♦♥❡s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❛❞❞❡❞ t♦ ❋✐❣✳ ✷✱ ❛♥❞ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❡①t ❤❛s ❜❡❡♥ ❛❞❞❡❞ t♦ t❤❡ ❝❛♣t✐♦♥✱
✏❚❤r❡❡ ③♦♥❡s ❛r❡ ❞❡✜♥❡❞✱ t❤❡ ❝♦♥✈❡❝t✐♦♥ ③♦♥❡ ✭❝♦❧✉♠♥s ❝❧♦s❡ t♦ t❤❡ ❝♦♥✈❡❝t✐♦♥✮✱ t❤❡ ♠♦✐st ③♦♥❡
✭❝♦❧✉♠♥s ♦❢ ♥♦♥✲③❡r♦ ♠♦✐st✉r❡ ✐♥ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✮✱ ❛♥❞ t❤❡ ❞r② ③♦♥❡ ✭③❡r♦ ♠♦✐st✉r❡ ✐♥ t❤❡
✐♥✐t✐❛❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✮✳✑

✭❜✮ ❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❡①t ❤❛s ❜❡❡♥ ❛❞❞❡❞ t♦ t❤❡ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ ♦❢ ❋✐❣✳ ✻ ✭✉♥❞❡r❧✐♥❡❞✮✱ ✏❋✐❣✉r❡ ✻ s❤♦✇s ✈❡rt✐❝❛❧
❝♦rr❡❧❛t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ ❛ ❞✐✛❡r❡♥t s❡❧❡❝t✐♦♥ ♦❢ q✉❛♥t✐t✐❡s✳ ❚❤❡ t♦♣ t❤r❡❡ r♦✇s s❤♦✇ ❛✉t♦✲❝♦rr❡❧❛t✐♦♥s
♦❢ ρ̃′ ❢♦r t❤❡ ❝♦♥✈❡❝t✐♦♥✱ ♠♦✐st✱ ❛♥❞ ❞r② ③♦♥❡s r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ✭s❡❡ ❋✐❣✳ ✷ ❢♦r ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ③♦♥❡s
✇❤❡r❡ t❤❡ ❝♦❧✉♠♥s ❛r❡ s❡❧❡❝t❡❞✱ ❛♥❞ ❋✐❣✳ ✻ ❝❛♣t✐♦♥ ❢♦r t❤❡✐r s♣❡❝✐✜❝ ❧❛t❡r❛❧ ♣♦s✐t✐♦♥s✮✳✑ ▲✸✻✺✳
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❋✐❣✉r❡ ✼✿ ❚❤❡ ❣❡♦❣r❛♣❤✐❝❛❧ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ♦❢ ✈❛r✐♦✉s ✐♥❞✐❝❛t♦rs✴❤❛r❜✐♥❣❡rs ♦❢ ❝♦♥✈❡❝t✐♦♥ ❛t t = 10min✳ P❧♦tt❡❞ ✐♥
t❤❡ t♦♣ ♣❛♥❡❧ ❛r❡✿ ❝♦♥✈❡❝t✐✈❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❡♥❡r❣② ✭r❡❞ ❧✐♥❡✮✱ ❝♦♥✈❡❝t✐✈❡ ✐♥❤✐❜✐t✐♦♥ ✭❜❧✉❡✮✱ ❛♥❞ r❡❧❛t✐✈❡
❤✉♠✐❞✐t② ✭❣r❡❡♥✮✳ P❧♦tt❡❞ ✐♥ t❤❡ ❜♦tt♦♠ ♣❛♥❡❧ ❛r❡ ❝♦❧✉♠♥ ♠❛①✐♠✉♠ ✈❛❧✉❡s ♦❢✿ ✈❡rt✐❝❛❧ ✇✐♥❞ ✭r❡❞✮✱ ❝♦♥❞❡♥s❛t❡
♠✐①✐♥❣ r❛t✐♦ ✭♠❛❣❡♥t❛✮✱ ❤②❞r♦st❛t✐❝ ✐♠❜❛❧❛♥❝❡ ✭❣r❡❡♥✮✱ ❛♥❞ ❤♦r✐③♦♥t❛❧ ❞✐✈❡r❣❡♥❝❡ ✭❜❧✉❡✮✳ ❚❤❡ ❜❧❛❝❦ ✈❡rt✐❝❛❧
❧✐♥❡s ♠❛r❦ ❧♦❝❛t✐♦♥s t❤❛t ❛r❡ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❝♦♥✈❡❝t✐♦♥✱ ♠♦✐st✱ ❛♥❞ ❞r② ③♦♥❡s ✭s❡❡ ❋✐❣✳ ✷✮✳

✭❝✮ ❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❡①t ❤❛s ❜❡❡♥ ❝❤❛♥❣❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳ ✼✱ ✏❚❤❡ ❜❧❛❝❦ ✈❡rt✐❝❛❧ ❧✐♥❡s ♠❛r❦ ❧♦❝❛t✐♦♥s t❤❛t ❛r❡
✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❝♦♥✈❡❝t✐♦♥✱ ♠♦✐st✱ ❛♥❞ ❞r② ③♦♥❡s ✭s❡❡ ❋✐❣✳ ✷✮✳✑

✻✳ ❋✐❣✉r❡ ✼✿ ■ s✉❣❣❡st ✉s✐♥❣ q❝✱ ✇✱ ♦r t❤❡✐r ✈❛r✐❛♥ts✱ ❛♥❞ t❤❡② ♠❛② ❜❡ ❣♦♦❞ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❝❤♦✐❝❡s ❢♦r t❤❡
✐♥❞✐❝❛t♦rs ❛s ✇❡❧❧✳ ❋✐❣✉r❡ ✼ ❤❛s ❜❡❡♥ ♠♦❞✐✜❡❞ t♦ ✐♥❝❧✉❞❡ t❤❡s❡ q✉❛♥t✐t✐❡s ✭s❡❡ ❋✐❣✳✮✱ ❛♥❞ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ ❤❛s
❜❡❡♥ ❛❞❞❡❞ t♦ t❤❡ r❡✈✐s❡❞ ♣❛♣❡r ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿
❚♦ r❡❝❛♣✱ ❈❆P❊ ✐s ✏❈♦♥✈❡❝t✐✈❡ ❆✈❛✐❧❛❜❧❡ P♦t❡♥t✐❛❧ ❊♥❡r❣②✑✱ ❈■◆ ✐s ✏❈♦♥✈❡❝t✐✈❡ ■◆❤✐❜✐t✐♦♥✑✱ ❘❍ ✐s
✏❘❡❧❛t✐✈❡ ❍✉♠✐❞✐t②✑✱ ❍■ ✐s ✏❍②❞r♦st❛t✐❝ ■♠❜❛❧❛♥❝❡✑✱ ❛♥❞ ❍❉ ✐s ✏❍♦r✐③♦♥t❛❧ ❉✐✈❡r❣❡♥❝❡✑✳
✏❋✐❣✉r❡ ✼ s❤♦✇s ❤♦✇ t❤❡s❡ q✉❛♥t✐t✐❡s ✈❛r② ✇✐t❤ ❤♦r✐③♦♥t❛❧ ♣♦s✐t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❞♦♠❛✐♥ ❛t t = 10min✱ ✇❤✐❝❤
✐s ❜❡❢♦r❡ ❝♦♥✈❡❝t✐♦♥ ❤❛s ❞❡✈❡❧♦♣❡❞✳ ❚❤❡ ❈❆P❊ ✭r❡❞✱ t♦♣ ♣❛♥❡❧✮ ✐♥❝r❡❛s❡s t♦✇❛r❞s t❤❡ ❝♦♥✈❡❝t✐♦♥ ③♦♥❡✱
❜✉t ✐s ♥♦t ❛ s♠♦♦t❤ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ♣♦s✐t✐♦♥ ❛♥❞ ❞r♦♣s s❧✐❣❤t❧② ❛t t❤❡ ❢✉t✉r❡ ❝♦♥✈❡❝t✐♦♥ ♣♦✐♥t✳ ❚❤❡ ❈❆P❊
✐♥❝r❡❛s❡s ❛❜r✉♣t❧② ❛t ∼ 0km ❛♥❞ ❞r♦♣s ❛t ∼ 285km✱ ❡✈❡♥ t❤♦✉❣❤ t❤❡s❡ ♣♦✐♥ts ❛r❡ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ r❡❣✐♦♥
✇❤❡r❡ q > 0 ✐♥ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ❈■◆ ✭❜❧✉❡✱ t♦♣✮ ❛❧s♦ ❝❤❛♥❣❡s ❛❜r✉♣t❧② ❛t t❤❡s❡ ♣♦s✐t✐♦♥s✱ ❜✉t
✐♥ t❤❡ ♦♣♣♦s✐t❡ ✇❛②✿ t❤❡ ❈■◆ ✐s s♠❛❧❧ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❈❆P❊ ✐s ❧❛r❣❡ ❛♥❞ ✈✐❝❡✲✈❡rs❛✳ ❚❤❡ ❘❍ ✭❣r❡❡♥✱ t♦♣✮
✐♥ t❤✐s ❝❛s❡ ✐s ❛ s♠♦♦t❤ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ♣♦s✐t✐♦♥✱ ♣❡❛❦✐♥❣ ❛t ✉♥✐t② ❛r♦✉♥❞ t❤❡ ❝♦♥✈❡❝t✐♦♥ ③♦♥❡✳ ❲❤✐❧❡ t❤❡
❈❆P❊✱ ❈■◆✱ ❛♥❞ ❘❍ ❣✐✈❡ ♣❤②s✐❝❛❧❧② r❡❛s♦♥❛❜❧❡ ✐♥❞✐❝❛t✐♦♥s ♦❢ ✇❤❡r❡ ❝♦♥✈❡❝t✐♦♥ ✐s ♣♦ss✐❜❧❡✱ t❤❡② ❞♦ ♥♦t
♣✐♥✲♣♦✐♥t ✇❤❡r❡ ❝♦♥✈❡❝t✐♦♥ ❞❡✈❡❧♦♣s ✭♥❛♠❡❧② ✐♥ t❤❡ ❝♦♥✈❡❝t✐♦♥ ③♦♥❡✮✳✑ ▲✹✷✾✳

❚❤❡ wmax ✭r❡❞✱ ❜♦tt♦♠✮✱ qmax

c
✭♠❛❣❡♥t❛✱ ❜♦tt♦♠✮✱ ❛♥❞ ❍■ ✭❣r❡❡♥✱ ❜♦tt♦♠✮ ❛r❡ ✜❡❧❞s ✇✐t❤ ❛ ✜♥❡r

s❝❛❧❡ t❤❛♥ ❈❆P❊✱ ❈■◆✱ ❛♥❞ ❘❍✱ ❛♥❞ ❞♦ ♣❡❛❦ ❛t t❤❡ ♣r❡❝✐s❡ ❧♦❝❛t✐♦♥ ✇❤❡r❡ ❝♦♥✈❡❝t✐♦♥ ❞❡✈❡❧♦♣s✳ ❚❤❡
❍❉ ✭❜❧✉❡✱ ❜♦tt♦♠✮ ✐s ❛❧s♦ ✜♥❡✲s❝❛❧❡✱ ❜✉t ❞♦❡s ♥♦t ♣❡❛❦ ❛t t❤❡ ❝♦rr❡❝t ❧♦❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❢✉t✉r❡ ❝♦♥✈❡❝t✐♦♥✳
❚❤❡ q✉❛♥t✐t✐❡s wmax ✱ qmax

c
✱ ❛♥❞ ❍■ ❛r❡ t❤❡r❡❢♦r❡ ♣r♦♠✐s✐♥❣ ❤❛r❜✐♥❣❡rs ♦❢ ❝♦♥✈❡❝t✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ ♠❛② ❜❡

✉s❡❢✉❧ ❢♦r s❡❧❡❝t✐♥❣ ✈❡rt✐❝❛❧ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞ ❡rr♦r st❛t✐st✐❝s t❤❛t ❛r❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ ♦❢ ❝♦♥✈❡❝t✐♦♥ ✭r❛t❤❡r
t❤❛♥ q✉✐❡s❝❡♥t ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✮ ❢♦r ❞❛t❛ ❛ss✐♠✐❧❛t✐♦♥✳ ❚❤✐s ✐s t❤❡ ❝❛s❡ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② ✇❤❡♥ t❤❡ ❞❛t❛ ❛ss✐♠✐❧❛t✐♦♥
♠❡t❤♦❞ ✐s ♦t❤❡r✇✐s❡ ♥♦♥✲✢♦✇✲❞❡♣❡♥❞❡♥t✱ ❛s ✐♥ tr❛❞✐t✐♦♥❛❧ ✈❛r✐❛t✐♦♥❛❧ s❝❤❡♠❡s✳ ❋✉rt❤❡r ✇♦r❦ ✇✐❧❧ ❜❡
r❡q✉✐r❡❞ t♦ t❡st t❤❡ r❡❧✐❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡s❡ ✐♥❞✐❝❛t♦rs✳✑ ▲✹✸✻✳

✷



❘❡s♣♦♥s❡s t♦ ❘❡✈✐❡✇❡r ✷

❲❡ ❛r❡ ✈❡r② ❣r❛t❡❢✉❧ t♦ r❡✈✐❡✇❡r ✷ ❢♦r ❤✐s✴❤❡r✴t❤❡✐r ✈❡r② t❤♦r♦✉❣❤ r❡❛❞✐♥❣ ♦❢ ♦✉r ♠❛♥✉s❝r✐♣t✳ ❲❡ ❤❛✈❡
❝♦♥s✐❞❡r❡❞ t❤❡ ❝♦♠♠❡♥ts ❝❛r❡❢✉❧❧②✱ ❛♥❞ ✇❡ ❤♦♣❡ t❤❛t t❤❡ r❡✈✐❡✇❡r ❛♥❞ ❡❞✐t♦r ❛r❡ ❤❛♣♣② ✇✐t❤ ♦✉r r❡s♣♦♥s❡s✳
❚❤❡ r❡✈✐❡✇❡r ❤❛s ♣r♦✈✐❞❡❞ t✇♦ r❡♣♦rts✳ ❚❤❡ ✜rst ✐s t❤❡ ♦✉t❧✐♥❡ ❛♥❞ ✐s r❡♣r♦❞✉❝❡❞ ✐♥ ♣❛rt ✶ ❜❡❧♦✇ ✭✐♥ r❡❞✮✱
t♦❣❡t❤❡r ✇✐t❤ ♦✉r r❡s♣♦♥s❡s✳ ❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ✐s ♠♦r❡ ❞❡t❛✐❧❡❞ ✐♥ t❤❡ ❢♦r♠ ♦❢ ❛♥ ❛♥♥♦t❛t❡❞ P❉❋ ❛♥❞ ❡❛❝❤ ❝♦♠♠❡♥t
❢r♦♠ t❤❡r❡ ❤❛s ❜❡❡♥ r❡♣r♦❞✉❝❡❞ ✐♥ ♣❛rt ✷ ❜❡❧♦✇ ✭❛❣❛✐♥ ✐♥ r❡❞✮✱ t♦❣❡t❤❡r ✇✐t❤ ♦✉r r❡s♣♦♥s❡s✳ ❲❤❡r❡ ❝❤❛♥❣❡s
❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♠❛❞❡ t♦ t❤❡ ♠❛♥✉s❝r✐♣t✱ t❤❡s❡ ❛r❡ ✉♥❞❡r❧✐♥❡❞✳ ❚❤❡ ❧♦❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❡❛❝❤ ❝❤❛♥❣❡ ✐♥ t❤❡ ♥❡✇ ♠❛♥✉s❝r✐♣t
✐s s❤♦✇♥ ✐♥ ❜❧✉❡✳

✶ ▼❛✐♥ ❝♦♠♠❡♥ts ♦❢ ❘❡✈✐❡✇❡r ✷

❚❤❡ ♠❛♥✉s❝r✐♣t ♦❢ ❩❤✉ ❛♥❞ ❇❛♥♥✐st❡r ♣r❡s❡♥ts ❛ ♥♦✈❡❧✱ ♠♦✐st✲❞②♥❛♠✐❝s ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❆❇❈✲♠♦❞❡❧✱ t❤❡ ♥❡✇
♠♦❞❡❧ ✐s ❝❛❧❧❡❞ ❍②❞r♦✲❆❇❈✱ ✇✐t❤ t❤❡ ❛✐♠ t♦ ♣❡r❢♦r♠ ❢✉t✉r❡ ❉❆ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❢♦r t❡st✐♥❣ ✭♥❡✇✮ ❉❆ s❝❤❡♠❡s✳
❚❤❡ ❍②❞r♦✲❆❇❈ ✐s ❛ r❡❞✉❝❡❞ ♠♦❞❡❧ ✭♥♦ ②✲❞❡r✐✈❛t✐✈❡s✮ r❡❧❛t✐✈❡ t♦ ◆❲P ♠♦❞❡❧s ❛♥❞ ✐t s✉♣♣♦rts ✈♦rt✐❝❛❧
❞②♥❛♠✐❝s✱ ❣r❛✈✐t② ❛♥❞ ❛❝♦✉st✐❝ ✇❛✈❡s✱ ❛s ✇❡❧❧ ❛s s✐♠♣❧✐✜❡❞ ♠♦✐st ❞②♥❛♠✐❝s✳ ❚❤❡ ♠♦✐st ❞②♥❛♠✐❝s ✐♥❝❧✉❞❡❞
❝♦♥❝❡r♥s t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝s ♦❢ ✇❛t❡r ✈❛♣♦✉r ❛♥❞ ❝♦♥❞❡♥s❛t❡ ✜❡❧❞s ❛♥❞ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ✐s ❝♦♥str✉❝t❡❞ ✐♥ s✉❝❤ ❛ ✇❛② t❤❛t
t❤❡ t♦t❛❧ ❡♥❡r❣② ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ t❤❡ ♠♦✐st ❝♦♠♣♦♥❡♥t ✐s ❝♦♥s❡r✈❡❞✳ ❚❤❡ ❛✉t❤♦rs ♣r❡s❡♥t ♣r❡❧✐♠✐♥❛r② ✭❡♥s❡♠❜❧❡✮
s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ ✈❛r✐♦✉s ✜❡❧❞s ♦❢ ✐♥t❡r❡st✳ ❚❤❡s❡ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥ts ❢♦r ❉❆ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s
❛r❡ ✈❡r② ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ❛♥❞ s✉❝❤ ❛ r❡❞✉❝❡❞ ♠♦✐st ❞②♥❛♠✐❝s ❛♣♣r♦❛❝❤ ❞❡s❡r✈❡s ❞✉❡ ❛tt❡♥t✐♦♥✳ ❙♦ t❤✐s ✐s ❡①❝❡❧❧❡♥t
♥❡✇s✳

❼ ▼❛♥② t❤❛♥❦s t♦ t❤❡ r❡✈✐❡✇❡r ❢♦r t❤❡ ✈❡r② ♣♦s✐t✐✈❡ ❝♦♠♠❡♥ts✳

❨❡t t❤❡ ✇♦r❦ ❞❡s❝r✐❜❡❞ t♦ ❞❛t❡ ✐♥ t❤❡ ♠❛♥✉s❝r✐♣t ❤❛s s♦♠❡ s❤♦rt❝♦♠✐♥❣s✳ ❚❤❡ ♠❛♥✉s❝r✐♣t r❡q✉✐r❡s t❤❡r❡❢♦r❡
s❡❡♠✐♥❣❧② s♦♠❡ ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥s✱ ✇✐t❤ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ s✉❣❣❡st✐♦♥s ❢♦r ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥t✿

❚❤❡ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠♦✐st ❞②♥❛♠✐❝s ✭✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✷✳✸✮ ✐s r❛t❤❡r ✐♠♣❧✐❝✐t ❛♥❞ ✉♥❝❧❡❛r✱ ❛♥❞ ✐♠♠❡❞✐❛t❡❧②
❧❡❛❞s t♦ ❛ ♣❛r❛♠❡t❡r✐s❛t✐♦♥ t❤❛t s❡❡♠s t♦ ❤✐♥❣❡ ♦♥ t❤❡ ❞✐s❝r❡t❡ t✐♠❡✲st❡♣ s♣❧✐tt✐♥❣ ❜❡t✇❡❡♥ ❞r② ❛♥❞ ♠♦✐st
❞②♥❛♠✐❝s✳ ❚❤❡ ❞②♥❛♠✐❝s s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✜rst ♦♥ ❛ ❝♦♥t✐♥✉✉♠ ❧❡✈❡❧ ❜❡❢♦r❡ ♠✐①✐♥❣ ✐t ✉♣ ✇✐t❤ t❤❡ t✐♠❡✲
st❡♣ s♣❧✐tt✐♥❣✳ ❲❤❡t❤❡r t❤❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ✐s ✐♠♣❧✐❝✐t ♦r ♥♦t✱ ❡✳❣✳ ❢♦r ❙❴❜✬✱ ✐♥ t❤❡ ❡♥❞✱ ❛ ❝❧♦s❡❞✲❢♦r♠ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥
s❤♦✉❧❞ ❜❡ r❡❛❝❤❡❞✴❛✈❛✐❧❛❜❧❡✱ ♦t❤❡r✇✐s❡ ❛ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ✇♦✉❧❞ ♥♦t ❜❡ ❛❝❤✐❡✈❡❞ ♦r ♣♦ss✐❜❧❡✳ ✭✶✮
❲❤❛t ✐s r❡q✉✐r❡❞ ✐s ❛ ❝♦♠♣❧❡t❡✱ ✜♥❛❧ ❝❧♦s❡❞✲❢♦r♠ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡♥t✐r❡ ❝♦♥t✐♥✉✉♠ ❞②♥❛♠✐❝s✱ ♣r❡s✉♠❛❜❧②
✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ✐♠♣❧✐❝✐t r❡❧❛t✐♦♥s t♦ ❜❡ s♦❧✈❡❞✳ Pr❡s❡♥t❧②✱ s❡❝t✐♦♥ ✷✳✸ ✐s r❛t❤❡r ✉♥❝❧❡❛r ❛♥❞ ✐t ✐s ❞✐✣❝✉❧t ✐❢ ♥♦t
✐♠♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ✜❣✉r❡ ♦✉t ✇❤❛t t❤❡ ✜♥❛❧ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ✐s✳ ❊✳❣✳✱ t❤❡ ✐♠♣❧✐❡❞ r❡❧❛t✐♦♥ ❢♦r ❙❴❜✬ s❡❡♠s t♦ ❜❡❝♦♠❡
✵✴✵ ✇❤❡♥ ❜✬❂✵✱ ✇❤✐❝❤ ♣r❡s✉♠❛❜❧② ❝❛♥ ❜❡ ✜①❡❞ ✈✐❛ s♦♠❡ ❧✬❍♦♣✐t❛❧ r✉❧❡ ❜❡✐♥❣ ✐♥✈♦❦❡❞ ✐♠♣❧✐❝✐t❧②❄

❼ ▼❛♥② t❤❛♥❦s t♦ t❤❡ r❡✈✐❡✇❡r ❢♦r t❤❡ ❝♦♥str✉❝t✐✈❡ ❛♥❞ ✐♥s✐❣❤t❢✉❧ ❝♦♠♠❡♥ts✳

❼ ❆ ♥❡✇ ❛♣♣❡♥❞✐① ✭♥❡✇ ❆♣♣❡♥❞✐① ❆✮ ♣r♦✈✐❞❡s t❤❡ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ❡q✉❛t✐♦♥s ❢♦r ❍②❞r♦✲❆❇❈✱ ❛♥❞ s❤♦✇s t❤❛t
t❤❡ t♦t❛❧ ♠♦✐st ❡♥❡r❣② ✐s ❝♦♥s❡r✈❡❞✳

❼ ❚❤❡ s❝❤❡♠❡ t❤❛t ❤❛s ❡♠❡r❣❡❞ ❢r♦♠ ♦✉r st✉❞② ❞✐❞ ✐♥❞❡❡❞ t✉r♥ ♦✉t t♦ ❜❡ ♠♦r❡ ❝♦♠♣❧✐❝❛t❡❞ t❤❛t ✇❡ ❤❛❞
❛♥t✐❝✐♣❛t❡❞✱ ♦✇✐♥❣ ♣❛rt❧② t♦ ❛ s✐♥❣✉❧❛r✐t② ✐♥ b′ ✐♥ t❤❡ ✉♥❞❡r❧②✐♥❣ ❝♦♥t✐♥✉✉♠ ❡q✉❛t✐♦♥s ✭❧✐♥❦❡❞ t♦ t❤❡
✐ss✉❡ r❛✐s❡❞ ❛❜♦✈❡✮✳ ❚❤✐s ✐s t❤❡ r❡❛s♦♥ ✇❡ ❞❡❝✐❞❡❞ t♦ ✐♥st❡❛❞ ♣✉rs✉❡ ❛ ❞②♥❛♠✐❝❛❧ ❝♦r❡ ✰ ♠✐❝r♦✲♣❤②s✐❝s
t✐♠❡✲st❡♣♣✐♥❣ ✭❣❡♥❡r❛❧❧② ✐♥ ❧✐♥❡ ✇✐t❤ ♦♣❡r❛t✐♦♥❛❧ ♠♦❞❡❧s✮✱ ✇❤✐❝❤ ✇❡ ❤❛✈❡ s❤♦✇♥ ❞♦❡s ✇♦r❦ ✐♥ ♣r❛❝t✐❝❡✳

❼ ❲❡ ❤❛✈❡ ♠♦❞✐✜❡❞ t❤❡ t❡①t✱ ✇❤✐❝❤ ✇❡ ❤♦♣❡ ✇✐❧❧ ♠❛❦❡ t❤❡ ♠✐❝r♦✲♣❤②s✐❝s s❝❤❡♠❡ ♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ❝❧❡❛r❡r ✭s❡❡
❞❡t❛✐❧❡❞ ♣♦✐♥ts ✽✲✶✼ ✐♥ ♣❛rt ✷ ❜❡❧♦✇✮✳

❼ ❲❡ ❞♦♥✬t ❛❣r❡❡ t❤♦✉❣❤ t❤❛t ❛ ❝❧♦s❡❞ ❢♦r♠ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ Sb′ ♥❡❡❞s t♦ ❜❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ t♦ ❜❡ ✈❛❧✐❞✳ ▲✐❦❡
♠❛♥② ♥♦♥✲❧✐♥❡❛r ❡q✉❛t✐♦♥s✱ ❛♥ ❛♥❛❧②t✐❝❛❧ s♦❧✉t✐♦♥ ✐s ♥♦t ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❤❡r❡✱ ❛♥❞ s♦ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ r❡q✉✐r❡s
✐♠♣❧✐❝✐t ♥✉♠❡r✐❝❛❧ tr❡❛t♠❡♥t✳

✶



❼ ❚❤❡ ✐ss✉❡ ✇✐t❤ Sb′ ❜❡❝♦♠✐♥❣ 0/0 ✇❤❡♥ b′ → 0 ❝♦♠❡s ❢r♦♠ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ ❊q✳ ✭✺✮ ✐♥ t❤❡ ♣❛♣❡r✿

∆mp
(

b′
2
)

= −2A2Lv (Ev − Co)∆t

⇒ b′∆mp (b′) ≈ −A2Lv (Ev − Co)∆t

s♦ ∆mp (b′) ≈ −A2Lv (Ev − Co)∆t/b′,

✭♥♦t❡ Sb′ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s t❤❡ r❛t❡ ♦❢ ❝❤❛♥❣❡ ♦❢ b′ ❞✉❡ t♦ ♠✐❝r♦✲♣❤②s✐❝s✱ ∆mp (b′) /∆t✱ s♦ t❤❡ ❛❜♦✈❡ ❧❡❛❞s

t♦ Sb′ ≈ −A2Lv (Ev − Co) /b′✮✳ ❚❤✐s r❡s✉❧t ✐s ❛♣♣❧✐❝❛❜❧❡ t♦ ✐♥✜♥✐t❡s✐♠❛❧ ❝❤❛♥❣❡s✱ ✇❤❡r❡ ∆mp
(

b′
2
)

≈
[

∂
∂t

∣

∣

mp

(

b′
2
)]

∆t = 2b′ ∂b′

∂t

∣

∣

∣

mp
∆t = 2b′∆mp (b′)✳ ❚❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ ❞✐✈✐❞✐♥❣ ❜② ③❡r♦ ❝❛♥ ❜❡ ❛✈♦✐❞❡❞✱

❤♦✇❡✈❡r✱ ❜② t❛❦✐♥❣ ✜♥✐t❡ ❝❤❛♥❣❡s✱ ✇❤✐❝❤ ❧❡❛❞s t♦ ❊q✳ ✭✼✮✳

✭✷✮ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ ✐t ✇♦✉❧❞ ❜❡ ✉s❡❢✉❧ t♦ ❤❛✈❡ ❛ ✭♣s❡✉❞♦✮❝♦❞❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ♦❢ t❤❡ ♠♦✐st✲❞②♥❛♠✐❝s ❛❧❣♦r✐t❤♠✱ ✇❤✐❝❤
✇♦✉❧❞ ♣r❡s✉♠❛❜❧② ✐♥✈♦❧✈❡ t❤❡ s♣❧✐t t✐♠❡✲st❡♣♣✐♥❣✳ ■ ❝❛♥♥♦t ❢♦❧❧♦✇ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♦♣t✐♦♥ ✐♥ ✭✻✮ ❛t ❛❧❧✳ ❚❤❡
t✐♠❡✲st❡♣♣✐♥❣ s❝❤❡♠❡ ✉s❡❞ ❛♥❞ t❤❡ t✐♠❡✲s♣❧✐tt✐♥❣ s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❞❡✜♥❡❞ ❛♥❞ ❛s s✉❝❤ ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ❜❡tt❡r✳

❼ ❚❤❛♥❦ ②♦✉ ❢♦r ②♦✉r ❛❞✈✐❝❡✳ ❲❡ ❤❛✈❡ ❛❞❞❡❞ t❤❡ ♣s❡✉❞♦ ❝♦❞❡ ❛s ❛♥ ❛♣♣❡♥❞✐① ✭♥❡✇ ❆♣♣❡♥❞✐① ❇✮✳ ❲✐t❤
♦✉r ♦t❤❡r ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥s t♦ t❤❡ ♣❛♣❡r✱ ✇❡ ❤♦♣❡ t❤✐s ♠❛❦❡s t❤❡ s❝❤❡♠❡ ❝❧❡❛r❡r✳

✭✶✮ ❚❤❡r❡ ✐s ❛♥ ❛❝❝✉♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ ♠✐♥♦r ✐ss✉❡s✱ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ❛ ❢❡✇ s❡♥t❡♥❝❡s ❛♥❞ st❛t❡♠❡♥ts ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ♥❡❛r❧② ♦r
❝♦♠♣❧❡t❡❧② ✐♥❝♦♠♣r❡❤❡♥s✐❜❧❡✳ ❆♥ ❛♥♦♥②♠✐s❡❞✱ ❛♥♥♦t❛t❡❞ ♠❛♥✉s❝r✐♣t ✐s ♠❛❞❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ t♦ ❛ss❡ss ❛♥❞ ❛❞❞r❡ss
t❤❡s❡✳

❼ ❚❤❛♥❦ ②♦✉ ❢♦r t❤❡ ❞❡t❛✐❧s ❝♦♠♠❡♥ts✳ ❚❤❡s❡ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ✈❡r② ✉s❡❢✉❧✳

❼ ❚❤❡s❡ ❛r❡ ❛❞❞r❡ss❡❞ ✐♥ t❤❡ ❞❡t❛✐❧❡❞ ❝♦♠♠❡♥ts ✐♥ ♣❛rt ✷ ❜❡❧♦✇✳

✭✷✮ ❆❧s♦ ♥♦t❡ t❤❡ ✈❛r✐♦✉s q✉❡r✐❡s ❛♥❞ r❡♠❛r❦s t❤❡r❡✐♥ ♦♥ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ❛♥❞ t✐♠❡st❡♣ ✐ss✉❡s✳ P❧❡❛s❡ ❝♦♥s✐❞❡r
❜❡tt❡r ❡①♣❧❛✐♥✐♥❣ ✜❣✉r❡ ✻ ✐♥ t❤❡ t❡①t❀ ♣❧❡❛s❡ t✐❡ st❛t❡♠❡♥ts ✐♥ t❤❡ t❡①t ✇✐t❤ ❛ ❝❧❡❛r ♣♦✐♥t✐♥❣ ♦✉t ✐♥ ❤♦✇ t❤❡
r❡❛❞❡r ❝❛♥ ❞✐s❝❡r♥ t❤❡ st❛t❡♠❡♥t ❢r♦♠ ❛♥ ✐❞❡♥t✐✜❡❞ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥❛❧ ❢❡❛t✉r❡ ✐♥ t❤❡ ✜❣✉r❡✳ ❆t t❤❡ ♠♦♠❡♥t ✐t ✐s
❞✐✣❝✉❧t t♦ ❧✐♥❦ t❡①t t♦ ❢❡❛t✉r❡s ✐♥ t❤❡ ✜❣✉r❡✳

❼ ❇❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❞❡t❛✐❧❡❞ ❝♦♠♠❡♥ts ✐♥ t❤❡ ❛♥♥♦t❛t❡❞ ♠❛♥✉s❝r✐♣t✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ♠❛❞❡ ❝❤❛♥❣❡s✱ ✐♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r t♦
t❤❡ ♣❛rt ❝♦♥❝❡r♥✐♥❣ s✐❣♥❛t✉r❡s ♦❢ ❤②❞r♦st❛t✐❝ ❜❛❧❛♥❝❡✳ ❙❡❡ ♣♦✐♥t ✷✾ ✐♥ ♣❛rt ✷✳

❈■◆ ❞♦❡s ♥♦t s❡❡♠ t♦ r❡✈❡❛❧ ✈❡r② ♠✉❝❤ ✐♥ ❝♦♥tr❛st t♦ ✇❤❛t ✐s st❛t❡❞✳

❼ ❙❡❡ ♣♦✐♥t ✸✶ ✐♥ ♣❛rt ✷✳

■♥ ❆♣♣❡♥❞✐① ❆✱ ❈❆P❊ ❛♥❞ ❈■◆ ❢♦r ❤②❞r♦✲❆❇❈ ❛r❡ ❞❡✜♥❡❞✱ ❛❢t❡r ♥♦t✐♥❣ t❤❛t t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ❚ ❛♥❞ ❚❴❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t❛❧
❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ✐♥ t❤❡ ♠♦❞❡❧❀ ②❡t ✐♥ ❡q♥ ✭✶✷✮ ❛ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ✐s ❞❡✜♥❡❞✱ ✉s❡❞ ❡❛r❧✐❡r ✐♥ q❴s✱ ✇❤✐❝❤ ❝♦✉❧❞ s❡r✈❡ ❛s
s✉❝❤❄ ❲❤② ✐s t❤❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❢♦❧❧♦✇❡❞ t♦ ❞❡✜♥❡ ❈❆P❊ ❛♥❞ ❈■◆ ✈❛❧✐❞ ❛♥❞ ❤♦✇ ❞♦❡s t❤✐s ❧✐♥❦ t♦ ❛♥ ❛♣♣r♦❛❝❤
✉s✐♥❣ t❤❡ ❚ ♦❢ ❡q♥ ✭✶✷✮ ❛♥❞ ✐ts ❚❴❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t❛❧ ❛♥❛❧♦❣✳ ❲❤② ✐s t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ t♦ ❞❡✜♥❡ ✏❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t❛❧
✈❛r✐❛❜❧❡✑ ✈❛❧✐❞❀ ❝❛♥ ♦♥❡ ♣r♦✈❡ t❤❛t ✭♥✉♠❡r✐❝❛❧❧②✮❀ ❤♦✇ ❞♦❡s ✐t ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ t❤❡ ❝❤♦s❡♥ ❛✈❡r❛❣✐♥❣❄ ❲❤✐❧❡ t❤❡
❣♦❛❧s ❛♥❞ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ❢♦❧❧♦✇❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ r❡s❡❛r❝❤ ❛r❡ ❣r❡❛t✱ ❛♥❞ t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ♣r♦♠✐s✐♥❣✱ t❤❡ ❛❜♦✈❡
q✉❡r✐❡s s❡❡♠ t♦ ✇❛rr❛♥t s♦♠❡ r❡✈✐s✐♦♥s t♦ ❛❞❞r❡ss t❤❡ ❛❜♦✈❡ q✉❡r✐❡s✳

❼ ◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ❆♣♣❡♥❞✐① ❆ ✐s ❆♣♣❡♥❞✐① ❈ ✐♥ t❤❡ r❡✈✐s✐♦♥✳

❼ ❚❤❡ r❡❛s♦♥ ❢♦r ✉s✐♥❣ t❤❡ ❢♦r♠ ♦❢ t❤❡ ❈❆P❊ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥st❡❛❞ ♦❢ ✉s✐♥❣ t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ ❈❆P❊
✐s ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ ♣♦✐♥t ✹✵ ✐♥ ♣❛rt ✷✳

❼ ❚❤❡ t❡❝❤♥✐q✉❡ ♦❢ ✉s✐♥❣ ❛✈❡r❛❣✐♥❣ t♦ ❡st✐♠❛t❡ ❛♥ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t❛❧ ♣r♦✜❧❡ ✐s st❛♥❞❛r❞✳ ❲❡ ❞♦ ♥♦t s❡❡❦ t♦
♣r♦✈❡ t❤✐s ✐s ❛♥ ❛❝❝✉r❛t❡ ❛♣♣r♦❛❝❤✱ ❥✉st t♦ s❤♦✇ ❡♠♣✐r✐❝❛❧❧② t❤❛t ✐t ✐s ❛ ♣♦t❡♥t✐❛❧❧② ✉s❡❢✉❧ ✐♥❞✐❝❛t♦r ♦❢
❝♦♥✈❡❝t✐♦♥✳ ❙❡❡ ♣♦✐♥ts ✸✽ ❛♥❞ ✸✾ ✐♥ ♣❛rt ✷✳

❑✐♥❞ r❡❣❛r❞s✳

✷



✷ ❙♣❡❝✐✜❝ ❝♦♠♠❡♥ts ♦❢ r❡✈✐❡✇❡r ✷ ✭❢r♦♠ t❤❡ ❛♥♥♦t❛t❡❞ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢
t❤❡ ♣❛♣❡r ✐♥ t❤❡ s✉♣♣❧❡♠❡♥t✮

❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❛r❡ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❝♦♠♠❡♥ts ✐♥ t❤❡ r❡✈✐❡✇❡r✬s s✉♣♣❧❡♠❡♥t ✭❛♥♥♦t❛t❡❞ P❉❋✮✳ ❲❤❡r❡ s♠❛❧❧ ❝❤❛♥❣❡s
❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❛❞❞❡❞ t♦ t❤❡ t❡①t ✐t ✐s ✉♥❞❡r❧✐♥❡❞✳

✶✳ ❆❜str❛❝t✱ ✏s✐♥❣✉❧❛r ❣✐✈❡♥ ✧❝♦♥❞✐t✐♦♥s✧❄✑ ✏❤✐♥❞❡rs ♥♦r ❤❛st❡♥s✑ ✐s ❝❤❛♥❣❡❞ t♦ ✏❤✐♥❞❡r ♥♦r ❤❛st❡♥✑✳ ▲✸✳

✷✳ ❆❜str❛❝t✱ ✏❧❛tt❡r ♣❛rt ♦❢ t❤✐s s❡♥t❡♥❝❡ s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❧♦❣✐❝❛❧❧② ❧✐♥❦❡❞ t♦ t❤❡ ♥❡①t s❡♥t❡♥❝❡❀ r❡✇♦r❞ ♣❧❡❛s❡✱
✐✳❡✳ t❤❡ s✐♠♣❧✐✜❡❞ ♠♦❞❡❧ ♠❡❛♥t ✐s t❤❡ ❆❇❈✲♠♦❞❡❧✑ ❛♥❞ ✏❛❧s♦ t✇✐❝❡ ❛ s❡♥t❡♥❝❡ st❛rt✐♥❣ ✇✐t❤ ✧t❤✐s✧
r❡♣❤r❛s❡✳✑✿ ❵❙♦❧✈✐♥❣ t❤✐s ♣r♦❜❧❡♠ ✐s ❞✐✣❝✉❧t ❛♥❞ ❡①♣❡♥s✐✈❡ ✉s✐♥❣ ♦♣❡r❛t✐♦♥❛❧✲s❝❛❧❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ✇❡❛t❤❡r
♣r❡❞✐❝t✐♦♥ s②st❡♠s✱ ❛♥❞ s♦ ❛ s✐♠♣❧✐✜❡❞ ♠♦❞❡❧ ♦❢ ❝♦♥✈❡❝t✐✈❡✲s❝❛❧❡ ✢♦✇ ✐s ✉♥❞❡r ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t✳ ❚❤✐s ♣❛♣❡r
❡①t❡♥❞s t❤❡ ✏❆❇❈ ♠♦❞❡❧✑ ♦❢ ❞r② ❝♦♥✈❡❝t✐✈❡✲s❝❛❧❡ ✢♦✇ t♦ ✐♥❝❧✉❞❡ ♠✐①✐♥❣ r❛t✐♦s ♦❢ ✈❛♣♦✉r ❛♥❞ ❝♦♥❞❡♥s❛t❡
♣❤❛s❡s ♦❢ ✇❛t❡r✳ ❚❤❡ r❡✈✐s❡❞ ♠♦❞❡❧ ✐s ❝❛❧❧❡❞ ✏❍②❞r♦✲❆❇❈✑✳✬
❝❤❛♥❣❡❞ t♦
❵❙♦❧✈✐♥❣ t❤✐s ♣r♦❜❧❡♠ ✐s ❞✐✣❝✉❧t ❛♥❞ ❡①♣❡♥s✐✈❡ ✉s✐♥❣ ♦♣❡r❛t✐♦♥❛❧✲s❝❛❧❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ✇❡❛t❤❡r ♣r❡❞✐❝t✐♦♥
s②st❡♠s✱ ❛♥❞ s♦ ❛ s✐♠♣❧✐✜❡❞ ♠♦❞❡❧ ♦❢ ❝♦♥✈❡❝t✐✈❡✲s❝❛❧❡ ✢♦✇ ✐s ✉♥❞❡r ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ✭❝❛❧❧❡❞ t❤❡ ✏❆❇❈
♠♦❞❡❧✑✮✳ ❚❤✐s ♣❛♣❡r ❡①t❡♥❞s t❤❡ ❡①✐st✐♥❣ ❆❇❈ ♠♦❞❡❧ ♦❢ ❞r② ❝♦♥✈❡❝t✐✈❡✲s❝❛❧❡ ✢♦✇ t♦ ✐♥❝❧✉❞❡ ♠✐①✐♥❣
r❛t✐♦s ♦❢ ✈❛♣♦✉r ❛♥❞ ❝♦♥❞❡♥s❛t❡ ♣❤❛s❡s ♦❢ ✇❛t❡r✳ ❚❤❡ r❡✈✐s❡❞ ♠♦❞❡❧ ✐s ❝❛❧❧❡❞ ✏❍②❞r♦✲❆❇❈✑✳✬ ▲✸✳

✸✳ ❆❜str❛❝t✱ ✏✐❢ t❤❡ ✧♥❡①t st❛❣❡✧ ✐s ❜❡②♦♥❞ t❤❡ ♣r❡s❡♥t ♣❛♣❡r ✐t ✐s ♦❞❞ t♦ ♠❡♥t✐♦♥ t❤❛t ✐♥ ❛♥ ❛❜str❛❝t❀ ✐❢
t❤❡ ✧♥❡①t st❛❣❡✧ ✐s ❞❡❛❧t ✇✐t❤ ❤❡r❡✐♥ t❤❛t s❤♦✉❧❞ ❜❡ ♠❛❞❡ ❝❧❡❛r❀ r❡♣❤r❛s✐♥❣ ♥❡❡❞❡❞✳✑✿ ✏❚❤✐s ❜❡❤❛✈✐♦✉r
♠❡❛♥s t❤❛t ❍②❞r♦✲❆❇❈ ✐s ❛ ❝❤❛❧❧❡♥❣✐♥❣ ♠♦❞❡❧ t♦ ❛❧❧♦✇ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ✐♥♥♦✈❛t✐✈❡ ❞❛t❛ ❛ss✐♠✲
✐❧❛t✐♦♥ str❛t❡❣✐❡s ✐♥ t❤❡ ♥❡①t st❛❣❡ ♦❢ ✇♦r❦✳ ❋✉rt❤❡r✱ ❛♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ♦❢ ❍②❞r♦✲❆❇❈ ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥s ✐s ❛❧s♦
♣❡r❢♦r♠❡❞ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ st✉❞② t❤❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ❢♦r❡❝❛st ❡rr♦r ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ st❛t✐st✐❝s ✭♥❡❝❡ss❛r② ❢♦r ❞❛t❛ ❛ss✐♠✐✲
❧❛t✐♦♥✮✳✑
❝❤❛♥❣❡❞ t♦
✏❚❤✐s ❜❡❤❛✈✐♦✉r ♠❡❛♥s t❤❛t ❍②❞r♦✲❆❇❈ ✐s ❛ s✉✣❝✐❡♥t❧② ❝❤❛❧❧❡♥❣✐♥❣ ♠♦❞❡❧ ✇❤✐❝❤ ✇✐❧❧ ❛❧❧♦✇ ❡①♣❡r✐✲
♠❡♥t❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ✐♥♥♦✈❛t✐✈❡ ❞❛t❛ ❛ss✐♠✐❧❛t✐♦♥ str❛t❡❣✐❡s ✐♥ ❢✉t✉r❡ ✇♦r❦✳ ❆♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ♦❢ ❍②❞r♦✲❆❇❈
✐♥t❡❣r❛t✐♦♥s ✐s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ st✉❞② t❤❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ❢♦r❡❝❛st ❡rr♦r ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ st❛t✐st✐❝s ✭❦♥♦✇❧❡❞❣❡
♦❢ ✇❤✐❝❤ ✐s ♥❡❝❡ss❛r② ❢♦r ❞❛t❛ ❛ss✐♠✐❧❛t✐♦♥✮✳✑ ▲✶✸✳

✹✳ ❆❜str❛❝t✿ ✏✐s✑ ❝❤❛♥❣❡❞ t♦ ✏✇✐❧❧ ❜❡✑✳ ▲✷✶✳

✺✳ ◆❡❛r ❡♥❞ ♦❢ ❙❡❝t✳ ✶✱ s❡♥t❡♥❝❡ ❤❛s ❜❡❡♥ ❝❤❛♥❣❡❞ ✭✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ❝♦rr❡❝t✐♦♥ ♦❢ t②♣♦ ✐♥❞✐❝❛t❡❞ ❜② t❤❡ r❡✈✐❡✇❡r✮✿
✏❯♥t✐❧ ♥♦✇ ❤♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ❆❇❈ ♠♦❞❡❧ ❧❛❝❦s ❛ ✇❛t❡r ✈❛r✐❛❜❧❡✱ ♠❡❛♥✐♥❣ t❤❛t st✉❞✐❡s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❧✐♠✐t❡❞
t♦ ❞r② ❞②♥❛♠✐❝s ♦♥❧②✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦✉r ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧ s❤♦✇s ❧✐tt❧❡ ❡✈✐❞❡♥❝❡ ♦❢ s♣♦r❛❞✐❝ ❝♦♥✈❡❝t✐✈❡
❜❡❤❛✈✐♦✉r✳✑
❝❤❛♥❣❡❞ t♦
✏❯♥t✐❧ ♥♦✇ ❤♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ❆❇❈ ♠♦❞❡❧ ❧❛❝❦s ❛ ✇❛t❡r ✈❛r✐❛❜❧❡✱ ♠❡❛♥✐♥❣ t❤❛t st✉❞✐❡s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❧✐♠✐t❡❞ t♦
❞r② ❞②♥❛♠✐❝s ♦♥❧②✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ♠♦❞❡❧ s❤♦✇s ❧✐tt❧❡ ❡✈✐❞❡♥❝❡ ♦❢ s♣♦r❛❞✐❝ ❝♦♥✈❡❝t✐✈❡ ❜❡❤❛✈✐♦✉r✳✑ ▲✻✶✳

✻✳ ❊qs✳ ✭✶✮ ✏❞❡✜♥❡ t❤❡ ❣r❛❞ ❛♥❞ ♥❛❜❧❛ ❛❧s♦ ❡①♣❧✐❝✐t❧② ♣❧❡❛s❡ ✭✐t ✐s ✷❉ ♦❢ ❝♦✉rs❡✮✑✿ ∇ ❤❛s ❜❡❡♥ ❞❡✜♥❡❞ ✐♥
t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣❛r❛❣r❛♣❤✱ ✏✳ ✳ ✳ ❛♥❞ ∇ =

(

∂/∂x ∂/∂z
)

✐s t❤❡ t✇♦✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡✳✑ ▲✾✵✳

✼✳ ❆❢t❡r ❊qs✳ ✭✶✮ ✏❈❴♦ ✭s✉❜s❝r✐♣t ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❜❡tt❡r✮✑✱ ✏❊❴✈ ✭s❛♠❡✮✑✱ ✏❊❴✈ ✲❈❴♦✑✿ ◆♦t❛t✐♦♥ s✉❣❣❡st✐♦♥s
✭❡✳❣✳ ❢♦r Co t♦ ❜❡ ❝❤❛♥❣❡❞ t♦ Co✮✿ t❤❛♥❦ ②♦✉ ❢♦r t❤❡ s✉❣❣❡st✐♦♥✱ ❜✉t ✇❡ ✇♦✉❧❞ ❧✐❦❡ t♦ ❦❡❡♣ t❤❡ ❝✉rr❡♥t
s②♠❜♦❧s ✐❢ ♣♦ss✐❜❧❡ ✭t❤❡ ✏♦✑ ✐s t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❧❡tt❡r ♦❢ ✏❈♦♥❞❡♥s❛t✐♦♥✑✱ r❛t❤❡r t❤❛♥ ❛ q✉❛❧✐✜❡r s②♠❜♦❧❀
s✐♠✐❧❛r❧② ❢♦r Ev✮✳

✽✳ ❙❡❝t✳ ✷✳✸✱ st❛rt✿ ✏❍♦✇ ✐s t❤✐s ❞♦♥❡❄ ❙tr❛♥❣❡ s♣❧✐tt✐♥❣❄✑✿ ■t ✐s ♥♦✇ ❡♠♣❤❛s✐s❡❞ ✐♥ t❤❡ t❡①t t❤❛t t❤❡
♠✐❝r♦✲♣❤②s✐❝s ✐s st✐❧❧ t♦ ❜❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞✱ s♦ ✐t ✇✐❧❧ ♥♦t ❜❡ ❡✈✐❞❡♥t ❛t t❤✐s st❛❣❡✳ ❚❤✐s ❦✐♥❞ ♦❢ s♣❧✐tt✐♥❣ ✐s t❤❡
✉s✉❛❧ ✇❛② t❤❛t ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ✇❡❛t❤❡r ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ♠♦❞❡❧s ✇♦r❦✳
✏❆s ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ❛❜♦✈❡✱ ❍②❞r♦✲❆❇❈ s♦❧✈❡s ❡q✉❛t✐♦♥s ✭✶✮ ♦✈❡r ❛ t✐♠❡st❡♣∆t ✐♥ t✇♦ st❛❣❡s✱ ❜② ✜rst ❛ss✉♠✐♥❣
Sb′ ❛♥❞ Ev−Co ❛r❡ ❡❛❝❤ ③❡r♦ ✭t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝❛❧ ❝♦r❡✮✱ ❛♥❞ t❤❡♥ t❤❡✐r ❡✛❡❝ts ❛r❡ ❛❞❞❡❞ ✐♥ ❛ s❡♣❛r❛t❡ st❡♣
✭♠✐❝r♦✲♣❤②s✐❝s✱ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜❡❧♦✇✮✳✑ ▲✶✷✾✳
❲❡ ❤❛✈❡ ❛❧s♦ ❛❞❞❡❞ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t♦ t❤❡ ❡❛r❧✐❡r ❙❡❝t✳ ✷✳✷✳✷✱ ❜❡❢♦r❡ ❊q✳ ✭✹✮✱ ✏■♥ ✐ts ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ❢♦r♠✱

✸



❍②❞r♦✲❆❇❈ ✐s ❞❡s✐❣♥❡❞ t♦ ❝♦♥s❡r✈❡
∫ ∫

dxdz Emoist ✭s❡❡ ❆♣♣❡♥❞✐① ❆✮✳ ❲❡✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ s♦❧✈❡ t❤❡ ❍②❞r♦✲
❆❇❈ ❡q✉❛t✐♦♥s ✭✶✮ ♦✈❡r ❛ t✐♠❡st❡♣ ∆t ✐♥ t✇♦ ♣❛rts✿ ❛ ❵❞②♥❛♠✐❝❛❧ ❝♦r❡✬ ✐♥ ✇❤✐❝❤ Sb′ ✱ Ev✱ ❛♥❞ Co ❛r❡
❡❛❝❤ ③❡r♦✱ ❢♦❧❧♦✇❡❞ ❜② ❛ ♠✐❝r♦✲♣❤②s✐❝s st❡♣✳ ❆ s✐♠✐❧❛r t✐♠❡✲st❡♣ s♣❧✐tt✐♥❣ ✐s ❞♦♥❡ ✐♥ ♦t❤❡r ♠♦❞❡❧s✱ ❡✳❣✳
❲❘❋ ✭❲❡❛t❤❡r ❘❡s❡❛r❝❤ ❛♥❞ ❋♦r❡❝❛st✐♥❣ ♠♦❞❡❧✱ ❙❦❛♠❛r♦❝❦ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✷✶✮✮✳✑ ▲✶✶✸✳

✾✳ ❉❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❛r♦✉♥❞ ❊q✳ ✭✺✮✿

✭❛✮ ✏■ ❛♠ ❧♦st ❤❡r❡✿ ✇❤❡r❡ ✐s t❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❢♦r ❙❴❜✬❄ ❚❤❡s❡ ❡①♣❧❛♥❛t✐♦♥s ❛r❡ ♥♦t s✉✣❝✐❡♥t❧② ❝❧❡❛r❄✑
❚❤❡ t❡①t ❜❡❢♦r❡ ❛♥❞ ❛❢t❡r ❊q✳ ✭✺✮ ❤❛s ❜❡❡♥ r❡✇r✐tt❡♥✱ ✇❤✐❝❤ ✇❡ ❤♦♣❡ ❞❡s❝r✐❜❡s ❛ ❝❧❡❛r❡r ♣❛t❤ t♦
❊q✳ ✭✺✮✳ ❚❤❡ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥ ❢♦r Sb′ ✐s ♥♦t ♠❛❞❡ ②❡t ❛t t❤✐s st❛❣❡ ✭❝♦♠♠❡♥t ✐s ❛❞❞❡❞ t♦ ✐♥❢♦r♠ r❡❛❞❡r
♦❢ t❤✐s✱ ▲✶✸✸✮✳ ❚❤❡r❡ ✐s ♥♦ ❡①♣❧✐❝✐t ❡q✉❛t✐♦♥ ❢♦r Sb′ ✱ ❜✉t ❤♦✇ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ Sb′ ✐s r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡
s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥s ✐s ❣✐✈❡♥ ♦♥ ▲✶✹✹✳

✭❜✮ ✏■t s❡❡♠s t❤❛t ❙❴❜✬ ❂ ✲▲✈✭❊✈✲❈♦✮✴❜✬ ❜✉t t❤❛t ♠❡❛♥s t❤❛t ❢♦r ❜✬❂✵ t❤❡r❡ ✐s ❛♥ ✐ss✉❡ ✉♥❧❡ss ♦❢
❝♦✉rs❡ ❊✈✲❈♦ s❝❛❧❡s ✇✐t❤ ❜✬ ❜✉t ■ ❛♠ ♠✐ss✐♥❣ t❤❛t ❞✐s❝✉ss✐♦♥ ✭❊✈✲❈✵ s❝❛❧✐♥❣ ✇✐t❤ ❜✬ ♠❡❛♥s t❤❛t
❡ss❡♥t✐❛❧❧② ❛ ▲✬❍♦♣✐t❛❧ r✉❧❡ ♦❢ ❛ ❦✐♥❞ ❝❛♥ ❜❡✴✐s ✉s❡❞✮✳ P❧❡❛s❡ ❝❧❛r✐❢②✳✑ ❚❤✐s ✐s ❛ ✈❡r② ✐♥t❡r❡st✐♥❣

♣♦✐♥t✳ ❲❡ ✜♥❞ t❤❛t t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ❢♦r b′ = 0 ✐s ❛✈♦✐❞❡❞ ❜② ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ✜♥✐t❡ ❝❤❛♥❣❡s t♦ b′
2
✭✐♥st❡❛❞

♦❢ t♦ b′✮✱ ❛s ♠❛❞❡ t♦ ❣❡t ❊q✳ ✭✼✮✳ ❚❤✐s ♣♦✐♥t ✐s ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ t❤❡ ♥❡✇ ❛♣♣❡♥❞✐① ✭❆♣♣❡♥❞✐① ❆✮✱ s❡❡
✐♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ▲✺✷✾✳

✶✵✳ ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✻✮✿ ✏❲❤② ✐s t❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤ ❝♦♥✈❡r❣❡♥t ✇❤❡♥ ❉❡❧t❛ t ❣♦❡s t♦ ✵❄ ❚❤❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥
t❤❡ t❡♠♣♦r❛❧ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ♥♦t ❞❡s✐r❛❜❧❡✳✑ ❲❡ ❜❡❧✐❡✈❡ t❤❛t t❤❡ (qs− q)

(

1− e−∆t/τ
)

♣❛rt ♦❢ t❤❡ ♣❛r❛♠❡tr✐s❛t✐♦♥ ✐s r❡❛s♦♥❛❜❧❡ ❣✐✈❡♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❥✉st✐✜❝❛t✐♦♥✳ ■❣♥♦r✐♥❣ ❞②♥❛♠✐❝s ❛♥❞
❝❤❛♥❣❡s ✐♥ ❞❡♥s✐t② ♦♥❡ ❝♦✉❧❞ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ❢♦r q ❛s dq/dt = Ev − Co✳ ❆ss✉♠✐♥❣ t❤❛t
Ev − Co ✐s ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ t♦ qs − q✱ ✐✳❡✳ Ev − Co = τ−1(qs − q)✱ t❤❡♥ t❤✐s ❧❡❛✈❡s ♦♥❡ ✇✐t❤ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥
dq/dt = τ−1(qs − q)✳ ❆ss✉♠✐♥❣ t❤❛t qs ✐s ❝♦♥st❛♥t✱ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤✐s ❡q✉❛t✐♦♥ ✐s q(t) = qs +
(q(0)− qs) exp(−t/τ)✳ ●✐✈❡♥ t❤✐s s♦❧✉t✐♦♥✱ ❛♥❞ t❤❛t t❤❡ ❝❤❛♥❣❡ ✐♥ q ❢r♦♠ 0 t♦ t ✐s q(t)− q(0)✱ ❧❡❛❞s t♦
q(t)− q(0) = (qs − q(0))(1− exp(−t/τ))✱ ✇❤✐❝❤ ✐s t❤❡ t❡r♠ ✐♥ ♦✉r ♣❛r❛♠❡tr✐s❛t✐♦♥ ✇❤❡♥ t = ∆t✳ ❚❤✐s
♣❛rt✐❛❧❧② ❛❝❝♦✉♥ts ❢♦r t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t ∆t ✐s ✜♥✐t❡✳

✶✶✳ ❏✉st ❜❡❢♦r❡ ❊q✳ ✭✼✮✱ ✏✇❤✐❝❤ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭❣✐✈❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ t♦ t❤❛t ❡q♥✮✑✿ t❤✐s ❤❛s ❜❡❡♥ ❝❤❛♥❣❡❞ t♦

✏❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ✭✺✮✱ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤✐s st❡♣ ✐s ❛♥ ✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ b′
2
❜② t❤❡ ❛♠♦✉♥t ∆mp

(

b′
2
)

= 2A2Lv(q−

qs)✳ ❚❤✐s ✐s ❞✉❡ t♦ t❤❡ r❡❧❡❛s❡ ♦❢ ❧❛t❡♥t ❤❡❛t✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❝♦♥✈❡rt❡❞ t♦ ❜✉♦②❛♥❝② ❡♥❡r❣②✳ ❲r✐t✐♥❣ ∆mp
(

b′
2
)

❛s b′
2
mp − b′

2
✭✇❤❡r❡ b′mp ✐s t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ❜✉♦②❛♥❝② ❛❢t❡r ♠✐❝r♦✲♣❤②s✐❝s✱ ❛♥❞ b′ ❜❡❢♦r❡✮✱ t❤✐s ❡q✉❛t✐♦♥ ❢♦r

∆mp
(

b′
2
)

tr❛♥s❧❛t❡s t♦✑ ▲✶✺✾✳

✶✷✳ ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✼✮✱ ✏❚❤❡r❡ s❡❡♠s t♦ ❜❡ ❛ ❉❡❧t❛ t ♠✐ss✐♥❣❄✑✿ ■ t❤✐♥❦ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ❣✐✈❡♥ ✐s ❝♦rr❡❝t ✭✐✳❡✳ s❤♦✉❧❞

♥♦t ❤❛✈❡ ❛ ∆t✮✱ ∆mp
(

b′
2
)

= 2A2Lv(q− qs) ✭t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ❣✐✈❡♥ ✐♥ t❤❡ t❡①t ❜❡❢♦r❡ ✭✼✮✮✱ ❝♦♠❡s ❢r♦♠ ✭✺✮

✭∆mp
(

b′
2
)

= −2A2Lv (Ev − Co)∆t✮✱ ❛♥❞ (Ev − Co)∆t ✐s ❡q✉❛❧ t♦ q− qs✱ s♦ t❤❡ ∆t ❞✐s❛♣♣❡❛rs t❤❡r❡✳

✶✸✳ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✸✱ ♣♦✐♥t ✶✭❛✮✱ ✏❚❤✐s st❡♣✑ ❤❛s ❜❡❡♥ ❝❤❛♥❣❡❞ t♦ ✏❙t❡♣ ✭❛✮✑✳ ▲✶✻✾✳

✶✹✳ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✸✱ ♣♦✐♥t ✶✭❜✮✱ ✏❚❤❡ tr❡❛t♠❡♥t ✐♥ ✭❜✮ s❡❡♠s ❝♦♥tr✐✈❡❞❀ ✇❤❛t ✐s t❤❡ ✉♥❞❡r❧②✐♥❣ r❡❛s♦♥ ❢♦r t❤❡
✉♥♣❤②s✐❝❛❧ ❜❡❤❛✈✐♦✉r❄ P❧❡❛s❡ ❛❞❞r❡ss✳✑✿ ❲❡ ❜❡❧✐❡✈❡ t❤❛t t❤❡ ✉♥♣❤②s✐❝❛❧ ❡✛❡❝ts ❛r✐s❡ ❞✉❡ t♦ t❤❡ sq✉❛r✐♥❣
♦❢ b′✱ ✇❤✐❝❤ ♠❛❦❡s t❤❡ s✐❣♥ ♦❢ b′ ✐♥✈✐s✐❜❧❡✳ ❚❤❡ ✐ss✉❡ ❤✐❣❤❧✐❣❤t❡❞ ♦❝❝✉rs ♦♥❧② ✇❤❡♥ b′ ✐s ♥❡❣❛t✐✈❡✳ ❙✐♥❝❡
t❤❡ ♣r✐♠❛r② ❛✐♠ ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ✐s t♦ s❤♦✇ s♦♠❡ r❡❛s♦♥❛❜❧❡ ♥♦♥✲❧✐♥❡❛r ❜❡❤❛✈✐♦✉r ✭r❛t❤❡r t❤❛♥ ❝❧♦s❡❧②
♠✐♠✐❝❦✐♥❣ ❛ r❡❛❧✲✇♦r❧❞ s❝❡♥❛r✐♦✮✱ ♦✉r ❞♦❝✉♠❡♥t❡❞ ❵s♦❧✉t✐♦♥✬ s❡❡♠❡❞ s❛t✐s❢❛❝t♦r②✳ ❚❤❡r❡ ♠❛② ❜❡ ♦t❤❡r
s♦❧✉t✐♦♥s t♦ t❤✐s ✐ss✉❡✳ ❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ s❡♥t❡♥❝❡ ❤❛s ❜❡❡♥ ❛❞❞❡❞ t♦ ♣♦✐♥t ✶✭❜✮✿ ✏❚❤❡ ❝❛✉s❡ ♦❢ t❤✐s ✐ss✉❡
s❡❡♠s t♦ ❜❡ ✐♥ t❤❡ sq✉❛r❡ ✭♦❢ b′✮ ❛♥❞ sq✉❛r❡✲r♦♦t ✐♥ ❊q✳ ✭✼✮✱ ✇❤✐❝❤ ❢♦r❝❡s t❤❡ s✐❣♥ ♦❢ b′ t♦ ❜❡❝♦♠❡
✐♥✈✐s✐❜❧❡✱ ❢♦❧❧♦✇❡❞ ❜② t❤❡ ♥❡❡❞ t♦ ❝❤♦♦s❡ t❤❡ s✐❣♥ ♦❢ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥✳✑ ▲✶✼✼✳

✶✺✳ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✸✱ ♣♦✐♥t ✷✱ ✏♥♦ t❤❡ ♥❡❡❞❡❞✑✳ ✏t❤❡✑ ❤❛s ❜❡❡♥ r❡♠♦✈❡❞✱ ▲✶✼✾✳ ❆❧s♦ t②♣♦ ✏❛♥ ❝❤❛♥❣❡✑ ❝❤❛♥❣❡❞
t♦ ✏❛ ❝❤❛♥❣❡✑✳

✹



✶✻✳ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✸✱ ♣♦✐♥t ✷✱ ✏✇✐❧❧ ❜❡❝♦♠❡ ♣♦s✐t✐✈❡ ❡✈❡♥ ✐♥st❛♥t❧② ✭♠❛②❜❡ ■ ❞♦♥✬t ✉♥❞❡rst❛♥❞✮✑✳ ❨❡s✱ t❤✐s ✐s
❝♦rr❡❝t✱ ❛♥❞ t❤✐s t❡r♠✐♥♦❧♦❣② ❤❛s ❜❡❡♥ ✇❡❛✈❡❞ ✐♥t♦ t❤❡ ♥❡✇ t❡①t✳ ✏❚❤✐s ♣r♦❝❡ss ✐s r❡str✐❝t❡❞ t♦ ✇❤❡♥
b′ > 0✱ ❜❡❝❛✉s❡ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ b′ < 0✱ ✭✽✮ ❞✐❝t❛t❡s t❤❛t b′ ✇✐❧❧ ✐♥❝r❡❛s❡ ✭❛♥❞ ✇✐❧❧ ✐♥st❛♥t❧② ❜❡❝♦♠❡ ♣♦s✐t✐✈❡✮✳
❊✈❡♥ ✐❢ ♦♥❡ ❝❤♦♦s❡s t♦ t❛❦❡ t❤❡ ♥❡❣❛t✐✈❡ sq✉❛r❡✲r♦♦t ✐♥ ❝❛s❡s ✇❤❡♥ b′ < 0✱ ✭✽✮ ✇✐❧❧ ②✐❡❧❞ ❛♥ ✐♥❝r❡❛s❡❞ b′

✭✐✳❡✳ b′mp − b′ > 0✮✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ✉♥♣❤②s✐❝❛❧✳✑ ▲✶✽✹✳

✶✼✳ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✸✱ ♣♦✐♥t ✷✱ ✏❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ s✇✐t❝❤❡s t❤❡♠s❡❧✈❡s ❛r❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ❢✉♥❝t✐♦♥s✳✑ ❚❤✐s ♣♦✐♥t ❤❛s ❜❡❡♥
❛❞❞❡❞ t♦ t❤❡ t❡①t✱ ✏❚❤✐s ❛✈♦✐❞s t❤❡ ♥❡❡❞ t♦ s♦❧✈❡ t❤❡ ♥♦♥✲❧✐♥❡❛r ❡q✉❛t✐♦♥s ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ♣r❡✈✐♦✉s❧② ✭❜✉t
♦✈❡r❛❧❧ ♥♦♥✲❧✐♥❡❛r✐t② ✐s ♥♦t ❛✈♦✐❞❡❞ ❞✉❡ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❵s✇✐t❝❤❡s✬ ✐♥ ✭✻✮✮✳✑ ▲✶✾✺✳

✶✽✳ ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✾✮✱ ✏■t ♥❡❡❞s ✧❑✧ ✐♥ ✷ s♣♦ts t♦ ❜❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧❧② ❝♦rr❡❝t✳ ❆s ✇❡❧❧ ❛s ✧P❛✧✳✑ ❈❤❛♥❣❡ ❤❛s ❜❡❡♥
♠❛❞❡✱ ▲✷✵✺✳

✶✾✳ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✺✱ ✏❲❤❛t t✐♠❡✲st❡♣ ♣r♦❝❡❞✉r❡s ❛r❡ ✉s❡❞✱ ❛❧s♦ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ t✐♠❡ s♣❧✐tt✐♥❣❄✑ ❚❤❡ ♥❡✇
♣❛r❛❣r❛♣❤ ✐s ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿ ✏❚❤❡ ❞②♥❛♠✐❝❛❧ ❝♦r❡✬s s❝❤❡♠❡ ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ ✭❈✉❧❧❡♥ ❛♥❞ ❉❛✈✐❡s✱ ✶✾✾✶✮ ❛♥❞
❤❛s t✇♦ ♣❛rts✿ ❛♥ ❛❞❥✉st♠❡♥t st❛❣❡ ❛♥❞ ❛♥ ❛❞✈❡❝t✐♦♥ st❛❣❡✳ ❚❤❡ ❛❞❥✉st♠❡♥t st❛❣❡ ♦♣❡r❛t❡s ♦✈❡r t✇♦
s✉❜✲t✐♠❡st❡♣s ❛♥❞ ❞❡❛❧s ✇✐t❤ t❤❡ ♠♦♠❡♥t✉♠ ❛♥❞ t❤❡r♠♦❞②♥❛♠✐❝ ❡q✉❛t✐♦♥s ✭♦♠✐tt✐♥❣ t❤❡ ❛❞✈❡❝t✐✈❡
t❡r♠s✮ ❢♦❧❧♦✇❡❞ ❜② tr❡❛t♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ❝♦♥t✐♥✉✐t② ❡q✉❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❛❞✈❡❝t✐♦♥ st❛❣❡ ❛❞✈❡❝ts t❤❡ ✜❡❧❞s ✉s✐♥❣
t❤❡ ✇✐♥❞s ❢♦✉♥❞ ✐♥ t❤❡ ❛❞❥✉st♠❡♥t st❛❣❡ ❛✈❡r❛❣❡❞ ♦✈❡r t❤❡ t✇♦ s✉❜✲t✐♠❡st❡♣s✳ ❯♣✇✐♥❞ ❣r❛❞✐❡♥ts ❛r❡
✉s❡❞ ❢♦r t❤❡ ❛❞✈❡❝t✐♦♥✳ ❋♦r ♠♦r❡ ❞❡t❛✐❧s s❡❡ ❙❡❝t✳ ✸✳✸ ♦❢ P❡tr✐❡ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✶✼✮✳ ❚❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥s ❢♦r q
❛♥❞ qc ✭✇✐t❤ Ev − Co = 0✮ ❛r❡ ❡❛❝❤ s♦❧✈❡❞ ❜② ♠❡❛♥s ♦❢ t❤❡ s❛♠❡ ❛❞✈❡❝t✐♦♥ s❝❤❡♠❡ ❛s ❢♦r t❤❡ ♦t❤❡r
✈❛r✐❛❜❧❡s ✐♥ ❆❇❈✳ Ev − Co ✐s s✉❜s❡q✉❡♥t❧② ❢♦✉♥❞ ✇✐t❤ t❤❡ ♠✐❝r♦✲♣❤②s✐❝s ♣❛r❛♠❡tr✐s❛t✐♦♥ ♦❢ ❙❡❝t✳ ✷✳✸
✉s✐♥❣ ✈❛❧✉❡s ♦❢ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛❢t❡r t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝❛❧ ❝♦r❡ ✐s ❝❛❧❧❡❞✳✑ ▲✷✹✶✳

✷✵✳ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✱ ✜rst ♣❛r❛❣r❛♣❤✱ ✇♦r❞s ❛❞❞❡❞✿ ✏❚❤✐s ✐♥✈♦❧✈❡s ❡①tr❛❝t✐♥❣ u ❛♥❞ v ❢r♦♠ ❛ ❧♦♥❣✐t✉❞❡✴❤❡✐❣❤t s❧✐❝❡
♦✉t♣✉t ❢r♦♠ ❛ ✶✳✺❦♠ ❯♥✐✜❡❞ ▼♦❞❡❧ ✭❯▼✮ r✉♥✱ ✇❤✐❝❤ ❤❛s t❤❡ s❛♠❡ ❣r✐❞ st❛❣❣❡r✐♥❣ ❛s t❤❡ ❆❇❈ ♠♦❞❡❧✱
❛♥❞ t❤❡♥ ❛❞❥✉st✐♥❣ u ❛♥❞ v t♦ ❤❛✈❡ s♠♦♦t❤ ♣❡r✐♦❞✐❝ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✐♥ x✑ ▲✷✺✵✳

✷✶✳ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✶✱ ▲✷✹✽✱ ✏s❛♠❡✑✿ ✇❡ ❛r❡ ♥♦t ❝❧❡❛r ✇❤❛t t❤❡ r❡✈✐❡✇❡r ✐s s✉❣❣❡st✐♥❣ ❤❡r❡✳

✷✷✳ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✶✱ ▲✷✺✶✱ ✇♦r❞ ❛❞❞❡❞✿ ✏❆t t❤✐s t✐♠❡✱ t❤❡ s❡❝♦♥❞ s♠❛❧❧❡r ♣❧✉♠❡ ❤❛s ❜❡❡♥ ❡①t✐♥❣✉✐s❤❡❞ ❜②
❞♦✇♥❞r❛❢ts ❢r♦♠ t❤❡ ♠❛✐♥ ♣❧✉♠❡✱ ❜✉t s♠❛❧❧❡r ❝♦♥✈❡❝t✐✈❡ ♣❧✉♠❡s 11 t♦ 13km ❤❛✈❡ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ♦♥ ❡✐t❤❡r
s✐❞❡ ♦❢ t❤❡ ♠❛✐♥ ♣❧✉♠❡✳ ❇❡t✇❡❡♥ ✷✹✵ ❛♥❞ ✸✻✵ ♠✐♥✱ t❤❡ s♠❛❧❧❡r ♣❧✉♠❡s ❛r❡ t❤❡♠s❡❧✈❡s ✐♠♣❡❞❡❞ ❜② ❞♦✇♥
✇❡❧❧✐♥❣ ❛✐r ♦♥ ❡❛❝❤ s✐❞❡ ♦❢ t❤❡ ♠❛✐♥ ♣❧✉♠❡✳✑ ▲✷✽✺✳

✷✸✳ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✷✿ ✏❉❡❧t❛ ❂ ✵✳✶ ✐s ✉s❡❞ ✭❥✉st s❛② ✇❤❛t ✐s ✇✐t❤♦✉t ✉s✐♥❣ ✧t❤✐s s❡tt✐♥❣✧✮✑✱ ❝❤❛♥❣❡ ♠❛❞❡✿
✏∆t = 0.1s ✐s t❤❡ s❡tt✐♥❣ t❤❛t ❤❛s ❜❡❡♥ ✉s❡❞ ❢♦r t❤❡ r❡s✉❧t ✐♥ ❋✐❣✳ ✷✱ ❛♥❞ ❢♦r t❤❡ r❡♠❛✐♥❞❡r ♦❢ t❤✐s
♣❛♣❡r✳✑ ▲✷✽✸✳

✷✹✳ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✸✱ ✏❞❡❧t❛ ③❄✑✿ ✇❡ t❤✐♥❦ t❤❡ r❡✈✐❡✇❡r ✐s ❛s❦✐♥❣ ❛❜♦✉t t❤❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ✇❛✈❡♥✉♠✲
❜❡r ♦♥ ∆z✳ ❲❡ ❛r❡ r❡❢❡rr✐♥❣ t♦ ❤♦r✐③♦♥t❛❧ ✇❛✈❡♥✉♠❜❡rs ♦♥❧②✱ ❛♥❞ s♦ ∆z ✐s ♥♦t r❡❧❡✈❛♥t✳ ◆❡✇ t❡①t✿
✏■♥ ♣r❛❝t✐❝❡ t❤♦✉❣❤ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❤♦r✐③♦♥t❛❧ ✇❛✈❡♥✉♠❜❡r ❛♥❞ ❢r❡q✉❡♥❝② ❛r❡ s❡t ❜② ∆x ✭t❤❡ ❣r✐❞ ❜♦①
❧❡♥❣t❤✮ ❛♥❞ ∆t ✭t❤❡ t✐♠❡st❡♣✮ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳✑ ▲✷✽✼✳

✷✺✳ ❋✐❣✉r❡ ✸✱ ✏✇❤❛t ❝❛✉s❡s t❤❡ ✐♥❝r❡❛s❡ ❬✐♥ ❡♥❡r❣②❪✱ ❛s ♦♥❡ ❝♦✉❧❞ ❛❧❧♦✇ ❢♦r ❛ s❝❤❡♠❡ t❤❛t ♦♥❧② ❞❡❝❛②s✳
❛❧t❤♦✉❣❤ ■ ❞♦♥✬t ♠✐♥❞✳✑ ❚❤✐s ✐s ♥♦t ❛ q✉❡st✐♦♥ ✇❡ ❝❛♥ ❡❛s✐❧② ❛♥s✇❡r✱ ❜✉t s✐♥❝❡ t❤❡ ✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ ❡♥❡r❣② ✐s
s♠❛❧❧✱ ✇❡ ❛r❡ ♥♦t ❝♦♥❝❡r♥❡❞ t❤❛t ✐t ✐s ❛ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ♣r♦❜❧❡♠ ✐♥ ♣r❛❝t✐❝❡✳ ❊①tr❛ s❡♥t❡♥❝❡ ❛❞❞❡❞ t♦ ❙❡❝t✐♦♥
✸✳✷✿ ✏❚❤❡ s❧✐❣❤t ✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ ❡♥❡r❣② ✐♥ t❤❡ ∆t = 0.1s ❛♥❞ 0.2s ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥s ✐s s♠❛❧❧✱ ❜✉t ✉♥❡①♣❡❝t❡❞✳✑
▲✷✽✶✳

✷✻✳ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✸✱ ▲✷✽✼✿

✭❛✮ ✏❤♦✇ ❞♦ ②♦✉ ❦♥♦✇ ❛♥❞ ❤♦✇ ❞✐❞ ②♦✉ ❞❡✜♥❡ t❤❡s❡ ❬❧♦✇✲✇❛✈❡♥✉♠❜❡r ✐♥❡rt✐♦✲❣r❛✈✐t② ✇❛✈❡s❪❄✑ ❚❤✐s
✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ✐s ❢r♦♠ t❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝② ♦❢ t❤❡ ❢❡❛t✉r❡s ✐♥ ❋✐❣✳ ✹✳ P❧❡❛s❡ s❡❡ t❤❡ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ ✐♥ ❙❡❝t✳
✸✳✸ ✉♣ t♦ t❤❡ ●✐❧❧ ✭✶✾✽✷✮ r❡❢❡r❡♥❝❡✳ ◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ ▲❛♠❜ ❧✐♥❡ ✇❛s ♣❧♦tt❡❞ ✐♥❝♦rr❡❝t❧② ✐♥ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧
♠❛♥✉s❝r✐♣t✱ s♦ ♥♦✇ ♥♦ ❣r❛✈✐t② ✇❛✈❡s ❤❛✈❡ ❛ ❢r❡q✉❡♥❝② ❤✐❣❤❡r t❤❛♥ t❤✐s ❧✐♥❡ ✭s❡❡ ❜❡❧♦✇✮✳

✺



✭❜✮ ✏❚❤❛t ✐s ♦❞❞❀ ✇❤② ❛r❡ t❤❡s❡ t❤❡r❡ ❬✐♥❡rt✐♦✲❣r❛✈✐t② ✇❛✈❡s ❤❛✈❡ ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s ❤✐❣❤❡r t❤❛♥ t❤❡ ▲❛♠❜
❧✐♥❡❪❄✑✱ ✏■♥✈❡st✐❣❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❧✐♥❡❛r ♠♦❞❡❧ s❡❡♠s ✐♥ ♦r❞❡r ❤❡r❡✳✑ ✿ ❆ r❡✲❛♥❛❧②s✐s ♦❢ t❤❡ ❧✐♥❡❛r s②st❡♠
s❤♦✇s t❤❛t ✇❡ ❤❛✈❡ ♣❧♦tt❡❞ t❤❡ ▲❛♠❜ ❧✐♥❡ ✐♥❝♦rr❡❝t❧②✳ ❋✐❣✉r❡ ✹ ✭s❡❡ ❜❡❧♦✇✮ ❤❛s ❜❡❡♥ ❝♦rr❡❝t❡❞
❛♥❞ t❤❡ ❝♦♠♠❡♥t ❛❜♦✉t s♦♠❡ ❧♦✇✲✇❛✈❡♥✉♠❜❡r ✐♥❡rt✐♦✲❣r❛✈✐t② ✇❛✈❡s ❤❛✈❡ ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s ❤✐❣❤❡r t❤❛♥
t❤❡ ▲❛♠❜ ❧✐♥❡ ❤❛s ❜❡❡♥ r❡♣❧❛❝❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✱ ✏■♥ t❤❡ ✭❍②❞r♦✮✲❆❇❈ r✉♥s s♦♠❡ ♦❢ t❤❡
❤✐❣❤✲✇❛✈❡♥✉♠❜❡r ❛❝♦✉st✐❝ ✇❛✈❡s ❤❛✈❡ ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s ❧♦✇❡r t❤❛♥ t❤❡ ▲❛♠❜ ❧✐♥❡ ✭✈✐s✐❜❧❡ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② ✐♥
t❤❡ t♦♣✲r✐❣❤t s❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❜♦tt♦♠✲r✐❣❤t ♣❛♥❡❧✮✳ ❚❤✐s ✐s ❛ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ❡✛❡❝t ✇❤❡r❡ t❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s
♦❢ ❤✐❣❤✲✇❛✈❡♥✉♠❜❡r ✇❛✈❡s ❛r❡ t♦♦ ❧♦✇✱ ❧❡❛❞✐♥❣ t♦ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ✭s❡❡ ❡✳❣✳ ❈❤❛♣t❡r ✷ ♦❢
❉✉rr❛♥✱ ✶✾✾✾✮✳✑ ▲✸✵✹✳

✷✼✳ ❊♥❞ ♦❢ ❙❡❝t✳ ✸✳✸✳ ✏❉♦✉❜❧❡ r❡s♦❧✉t✐♦♥ r✉♥s ✇♦✉❧❞ ❜❡ r❡❧❡✈❛♥t ❤❡r❡✐♥✳✑ ❲❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛t t❤✐s ❝♦♠♠❡♥t
r❡❧❛t❡s t♦ t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ t❤❡ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ❝✉r✈❡s ✐♥ ❋✐❣✳ ✹✳ ❲❡ ❛r❡ ♥♦t s✉r❡ ❤♦✇ ♦✉r r❡s✉❧ts ❥✉st✐❢②✴❞❡♠❛♥❞
❛ ♥❡❡❞ ❢♦r ❤✐❣❤❡r r❡s♦❧✉t✐♦♥ r✉♥s✳

✷✽✳ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✶✱ ✏r❡❢❡r t♦ ❡q♥ ✭✾✮ t♦♦✑✳ ◆❡✇ t❡①t✿ ✏❊❛❝❤ ❡♥s❡♠❜❧❡ ♠❡♠❜❡r ✐s ♣r❡♣❛r❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ s❛♠❡ q ❛♥❞
qc ✜❡❧❞s ✭❛s ✐♥ ❋✐❣✳ ✷✮✱ ❜✉t t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ ❤✉♠✐❞✐t② ✭q/qs✱ t❤❡ ✜❡❧❞ t❤❛t ♠❛tt❡rs ❢♦r ❝♦♥✈❡❝t✐♦♥✮ ✐s ❞✐✛❡r❡♥t
❜❡t✇❡❡♥ ♠❡♠❜❡rs ❜❡❝❛✉s❡ qs ✐s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ b′ ❛♥❞ ρ̃′ ✭s❡❡ ❊q✳ ✭✾✮ ❙❡❝t✳ ✷✳✹✱ ✇❤❡r❡ p ❛♥❞ T ❞❡♣❡♥❞ ♦♥
ρ̃′ ❛♥❞ b′ ❛s s❤♦✇♥ ✐♥ ❊qs✳ ✭✶✵✮ ❛♥❞ ✭✶✷✮✮✳✑ ▲✸✷✼✳

✷✾✳ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✶✱ ▲✸✺✻✱ ✏❤♦✇ ❞♦ ■ s❡❡ t❤✐s ❛♥❞ ✇❤❡r❡❄✑ ✭r❡❧❛t✐♥❣ t♦ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ ♦❢ ❤②❞r♦st❛t✐❝
❜❛❧❛♥❝❡ ✭❍❇✮ ❞✐❛❣♥♦s❡❞ ❢r♦♠ ❋✐❣✳ ✻✮✳ ❚❤❡ t❡①t ❤❛s ❜❡❡♥ r❡✲✇r✐tt❡♥✱ ✏❚❤✉s t❤❡ ♣r♦♣❡rt② ♦❢ ❍❇ ✐s
❛ss✉♠❡❞ ✇❤❡♥ t❤❡ ✈❡rt✐❝❛❧ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ♦❢ t❤❡ ρ̃′✲ρ̃′ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❛t ❛ ♣♦✐♥t ✐♥ t❤❡ t♦♣ t❤r❡❡ r♦✇s
♦❢ ❋✐❣✳ ✻ ✐s ③❡r♦✱ ❛♥❞ ✐s ♠❛t❝❤❡❞ ❜② t❤❡ b′✲ρ̃′ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❛❧s♦ ❜❡✐♥❣ ③❡r♦ ❛t t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ♣♦✐♥t
✐♥ t❤❡ ❜♦tt♦♠ t❤r❡❡ ♣❛♥❡❧s✳ ❚❤✐s ♣r♦♣❡rt② ✐s s❡❡♥ ❛t ♠❛♥② ♣♦✐♥ts ✐♥ ❋✐❣✳ ✻ ❛♥❞ ❛ s❛♠♣❧❡ ♦❢ ♣♦✐♥ts ✐s
❤✐❣❤❧✐❣❤t❡❞ ❜❡❧♦✇✳✑ ▲✸✽✷✳

✸✵✳ ❙❡❝t✐♦♥✱ ▲✹✵✻✲✹✵✼✱ ✏t②♣♦✑✿ t❤✐s ❤❛s ❜❡❡♥ ❝♦rr❡❝t❡❞✳ ❚❤❡ ♥❡✇ t❡①t ✐s✱ ✏❚❤❡ ❈❆P❊ ✭r❡❞✱ t♦♣ ♣❛♥❡❧✮
✐♥❝r❡❛s❡s t♦✇❛r❞s t❤❡ ❝♦♥✈❡❝t✐♦♥ ③♦♥❡✱ ✳ ✳ ✳ ✑ ▲✹✸✵✳

✸✶✳ ❋✐❣✉r❡ ✼✱ ✏❈■◆ s❡❡♠s r❛t❤❡r ♣♦✐♥t❧❡ss✳✑✿ ❈■◆ ✭❝♦♥✈❡❝t✐✈❡ ✐♥❤✐❜✐t✐♦♥✮ ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❜❡❝❛✉s❡ ✐t s❤♦✇s t❤❡
r✐❣❤t ❜❡❤❛✈✐♦✉r✳ ■t ♠❛② t✉r♥ ♦✉t t♦ ❜❡ ♠♦r❡ ✉s❡❢✉❧ ✇❤❡♥ ✇❡ ✉s❡ ✐t ✐♥ ❢✉t✉r❡ ✇♦r❦✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ❛
s♠❛❧❧ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ❈■◆ ♠❛② t✉r♥ ♦✉t t♦ ❜❡ ❛ r❡❧✐❛❜❧❡ ✐♥❞✐❝❛t♦r ♦❢ ❝♦♥✈❡❝t✐♦♥✱ ♦r ❛t ❧❡❛st ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ r❡q✉✐r❡❞
❝♦♥❞✐t✐♦♥s✳

✸✷✳ ❙❡❝t✐♦♥ ✺✱ ▲✹✷✺✱ ✏✇❤✐❝❤ ✐s ♥♦t ❝❧❡❛r✑ ✭t❤❡ ❞❡t❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ Sb′ ❛♥❞ Ev − Co✮✳ ❲❡ ❤♦♣❡ t❤❛t t❤✐s ❤❛s
❜❡❡♥ ❛❞❞r❡ss❡❞ ✐♥ t❤❡ r❡✈✐s✐♦♥ ♦❢ ❙❡❝t✳ ✷✳✸ ✭s❡❡ ♣r❡✈✐♦✉s ♣♦✐♥ts ✽ ✲ ✶✼✮✳

✸✸✳ ❙❡❝t✐♦♥ ✺✱ ▲✹✺✹✿ ✏■ ❝❛♥✬t ❢♦❧❧♦✇ t❤❡ ❧❛st ♣❛rt ♦❢ t❤✐s s❡♥t❡♥❝❡✳ P❧❡❛s❡ ❝❤❛♥❣❡ ❛♥❞ ❝❧❛r✐❢②✳✑✳ ❚❤❡ ♥❡✇
t❡①t ✐s✱ ✏▼❛♥② ♦♣❡r❛t✐♦♥❛❧ s②st❡♠s ❜❛s❡ t❤❡✐r st❛t✐❝ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞ ❡rr♦r ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ♠♦❞❡❧✱ ♦r t❤❡ tr❛✐♥✐♥❣
❞❛t❛ ✉s❡❞ t♦ ❝❛❧✐❜r❛t❡ ✐t✱ ♦♥ ❤②❞r♦st❛t✐❝ ❜❛❧❛♥❝❡ ✭❇❡rr❡✱ ✷✵✵✵❀ ❇❛♥♥✐st❡r✱ ✷✵✵✽❀ ●✉st❛❢ss♦♥ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✽❀
❇❛♥♥✐st❡r ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✷✵✮✱ ❛♥❞ s♦ t❤✐s r❡s✉❧t ♠❛② ✉r❣❡ ❝❤❛♥❣❡s t♦ t❤✐s ♣r❛❝t✐❝❡✳✑ ▲✹✽✶✳

✸✹✳ ❙❡❝t✐♦♥ ✺✱ ▲✹✺✹✲✹✺✻✱ ✏■ ❞♦ ♥♦t ✉♥❞❡rst❛♥❞ t❤✐s s❡♥t❡♥❝❡ ❛♥❞ st❛t❡♠❡♥t ❡✐t❤❡r✳✏✱ ✏❲❤❛t❄ ❙✐♥❝❡ ♣r❡✈✐♦✉s
s❡♥t❡♥❝❡ ✇❛s ♠❛♥❣❧❡❞✱ t❤❡ ♥❡①t s❡♥t❡♥❝❡ t♦ t❤✐s s❡♥t❡♥❝❡ ✐s ✐♥❝♦♠♣r❡❤❡♥s✐❜❧❡✳ ❆❧s♦ ❛✈♦✐❞ ✉s✐♥❣ t❤❡
✇♦r❞ ❚❤✐s ✇✐t❤♦✉t q✉❛❧✐✜❡r✳✑ ❚❤❡ ♥❡✇ t❡①t ✐s✱ ✏●✐✈❡♥ t❤❛t t❤❡ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡s ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ ❝♦♥✈❡❝t✐♦♥✱ ✐t ✐s
♥❡❝❡ss❛r② t♦ ❜❡ ❛❜❧❡ t♦ ❞✐❛❣♥♦s❡ r❡❧✐❛❜❧② t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ❝♦♥✈❡❝t✐♦♥ ✭♦r ✐♠♣❡♥❞✐♥❣ ❝♦♥✈❡❝t✐♦♥✮ ❡s♣❡❝✐❛❧❧②
✐❢ ❛ s✉✐t❛❜❧❡ ❡♥s❡♠❜❧❡ ✐s ♥♦t ❛✈❛✐❧❛❜❧❡✱ ❛♥❞ ♦♥❡ ♥❡❡❞s t♦ ✐♥st❡❛❞ ♣r❡s❝r✐❜❡ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡s ❢♦r t❤❡ ❉❆✳ ❙✉❝❤
❛♥ ✐♥❞✐❝❛t♦r ❝❛♥ ❜❡ ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ t❤❡ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞ st❛t❡ ✐♥ ❛ ❉❆ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✱ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❞❡❝✐❞❡ t❤❡ ♠♦st
r❡❧❡✈❛♥t s❡t ♦❢ ❡rr♦r ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡s✳✑ ▲✹✽✹✳

✸✺✳ ❙❡❝t✐♦♥ ✺✱ ▲✹✻✵✱ ✏■ ❢❡❧t ❈■◆ ✇❛s r❛t❤❡r ♣♦✐♥t❧❡ss ❛♥❞ t❡❧❧✐♥❣ ✈❡r② ❧✐tt❧❡✳ ❲❤❛t ❞✐❞ ■ ♠✐ss❄✏ ❆❧❧ ✇❡ ❛r❡
s❛②✐♥❣ ❤❡r❡ ✐♥ t❤❡ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥s ✐s t❤❛t ❈■◆ ✭❝♦♥✈❡❝t✐✈❡ ✐♥❤✐❜✐t✐♦♥✮ ✇❛s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✳

✸✻✳ ❆♣♣❡♥❞✐① ❆✱ ✏❙♦ ✇❤❛t ✐s t❤❡ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ❡①♣r❡ss✐♦♥ r❡s✉❧t✐♥❣ t❤❡r❡ ❢r♦♠❄ P❧❡❛s❡ s✉♣♣❧②✳✑ ❚❤✐s ✐s
❛ r❡q✉❡st t♦ ❣✐✈❡ t❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❢♦r ❈❆P❊ ✭❝♦♥✈❡❝t✐✈❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❡♥❡r❣②✮✳ ❚❤✐s ✐s ❞♦♥❡ ✐♥
t❤❡ ♣❛♣❡r ✇✐t❤ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✏■♥ t❤❡ r❡❛❧ ❛t♠♦s♣❤❡r❡ ❈❆P❊ ✐s ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ t♦ t❤❡ ✈❡rt✐❝❛❧ ✐♥t❡❣r❛❧ ♦❢
t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ ❛ ♠♦✐st ♣❛r❝❡❧✬s t❡♠♣❡r❛t✉r❡✱ T̂ ✱ ❛♥❞ t❤❡ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t❛❧ t❡♠♣❡r❛t✉r❡✱ Tenv ✭❡✳❣✳

❙❡❝t✳ ✼✳✹✳✶ ♦❢ ❙❛❧❜② ✭✶✾✾✻✮✱ CAPE = g
∫ LNB

LFC
T̂−Tenv

Tenv

dz✱ ✇❤❡r❡ LFC ✐s t❤❡ ❧❡✈❡❧ ♦❢ ❢r❡❡ ❝♦♥✈❡❝t✐♦♥ ❛♥❞
▲◆❇ ✐s t❤❡ ❧❡✈❡❧ ♦❢ ♥❡✉tr❛❧ ❜✉♦②❛♥❝② ✕ s❡❡ ❜❡❧♦✇✮✳✑ ▲✺✼✵✳

✻



✸✼✳ ❆♣♣❡♥❞✐① ❆✱ ▲✹✻✼✱ ✏■♥ ❍②❞r♦✲❆❇❈ t❤❡r❡ ✐s ♥♦ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ✈❛r✐❛❜❧❡✱ ✳ ✳ ✳ ✑✱ ✏❜✉t t❤❡r❡ ✐s❀ ②♦✉ ❞❡r✐✈❡❞
♦♥❡ ✐♥ ✭✶✷✮✳✑✿ ❚❤❡ ♥❡✇ t❡①t ✐s✱ ✏■♥ ❍②❞r♦✲❆❇❈ t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ❡①♣❧✐❝✐t t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ✈❛r✐❛❜❧❡✱ ✳ ✳ ✳ ✑ ▲✺✼✹✳

✸✽✳ ❆♣♣❡♥❞✐① ❆✱ ▲✹✼✹✲✹✼✺✱ ✏✇❤❛t ✐s t❤❡ ❢♦r♠❛❧ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t❛❧ ♣r♦✜❧❡❄✑✳ ❚❤❡ ♥❡✇ t❡①t ✐s✱ ✏❚❤❡
❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t❛❧ ♣r♦✜❧❡ ✭t❤❡ ♠❡❛♥ st❛t❡ ❛r♦✉♥❞ t❤❡ ❝♦♥✈❡❝t✐♥❣ ❝♦❧✉♠♥✱ ❢♦✉♥❞ ❜② ❛✈❡r❛❣✐♥❣ t❤❡ ♠♦❞❡❧
✜❡❧❞s ♦✈❡r ✶✶ ♣♦✐♥ts ❤♦r✐③♦♥t❛❧❧② ❝❡♥tr❡❞ ♦♥ t❤❡ ♣r♦✜❧❡ ♦❢ ✐♥t❡r❡st✮ ✐s s✉♣♣♦s❡❞ t♦ ❜❡ ✐♥ ❤②❞r♦st❛t✐❝
❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠✳✑ ✭❛♥♦t❤❡r ❝❤❛♥❣❡ ✐s ♠❛❞❡ t♦ t❤✐s t❡①t ✐♥ ♣♦✐♥t ✸✾ ❜❡❧♦✇✮✳ ▲✺✽✷✳

✸✾✳ ❆♣♣❡♥❞✐① ❆✱ ▲✹✼✺✱ ✏❜✉t ✐s ✐t❀ ✇❤❡r❡ ✐s ✐t s❤♦✇♥ t❤❛t ✐t ✐s❄ ❬❚❤❛t t❤❡ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t❛❧ ♣r♦✜❧❡ ✐s ✐♥ ❤②✲
❞r♦st❛t✐❝ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠❪✑✳ ❚❤✐s ✐s ❛ st❛♥❞❛r❞ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t✳ ❲❡ ❤❛✈❡ t❡st❡❞ t❤❡
❤②❞r♦st❛t✐❝ ✐♠❜❛❧❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t❛❧ ♣r♦✜❧❡ ❛♥❞ ❢♦✉♥❞ t❤❛t ✇❤❡♥ ❛✈❡r❛❣✐♥❣ ♦✈❡r ✶✵✶ ♣♦✐♥ts ❤♦r✐✲
③♦♥t❛❧❧② ✭✐♥ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ✈❡rs✐♦♥ t❤✐s ✇❛s ✶✶ ♣♦✐♥ts✮✱ t❤❡ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t❛❧ ♣r♦✜❧❡ ❤❛s ✈❡r② s♠❛❧❧ ❤②❞r♦st❛t✐❝
✐♠❜❛❧❛♥❝❡ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ❝♦♥✈❡❝t✐♥❣ ❝♦❧✉♠♥✳ ❚❤❡ ❤②❞r♦st❛t✐❝ ✐♠❜❛❧❛♥❝❡ ✐s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ❆ ❜❡❧♦✇
✭♥♦t s❤♦✇♥ ✐♥ t❤❡ ♣❛♣❡r✮✳ ❆✈❡r❛❣✐♥❣ ♦✈❡r ✶✵✶ ♣♦✐♥ts ✭r❛t❤❡r t❤❛♥ ✶✶✮ ❞♦❡s ♥♦t ❝❤❛♥❣❡ t❤❡ ❈❆P❊
❛♥❞ ❈■◆ ♣❧♦ts ♥♦t✐❝❡❛❜❧②✳ ❚❤❡ ♥❡✇ t❡①t ✭✐♥❝♦r♣♦r❛t✐♥❣ ❛❧s♦ ♣♦✐♥t ✸✽✮ ✐s✱ ✏❚❤❡ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t❛❧ ♣r♦✜❧❡
✭t❤❡ ♠❡❛♥ st❛t❡ ❛r♦✉♥❞ t❤❡ ❝♦♥✈❡❝t✐♥❣ ❝♦❧✉♠♥✱ ❢♦✉♥❞ ❜② ❛✈❡r❛❣✐♥❣ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ✜❡❧❞s ♦✈❡r ✶✵✶ ♣♦✐♥ts
❤♦r✐③♦♥t❛❧❧② ❝❡♥tr❡❞ ♦♥ t❤❡ ♣r♦✜❧❡ ♦❢ ✐♥t❡r❡st✮ ✐s s✉♣♣♦s❡❞ ❢♦✉♥❞ t♦ ❜❡ ✐♥ ❤②❞r♦st❛t✐❝ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ✭♥♦t
s❤♦✇♥✮✿✑ ▲✺✽✷ ✭❛s ♣♦✐♥t ✸✽✮✳

✹✵✳ ❆♣♣❡♥❞✐① ❆✱ ❊q✳ ✭❆✻✮✱ ✏❲❤② ✐s r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣ ✶✷ ♥♦t ✉s❡❞ ❤❡r❡❄ ■ ❞♦♥✬t ✉♥❞❡rst❛♥❞ ❤♦✇ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥
♦❢ ❈❆P❊ ✐s r❡❧❛t❡❞ t♦ ✇❤❛t ✐s ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞✳✑ ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✶✷✮ ✐s ♥♦t ✉s❡❞ ❜❡❝❛✉s❡ ✐t ✐s ❛♥ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥
t♦ ✇❤❛t t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ♠✐❣❤t ❧♦♦❦ ❧✐❦❡ ✐♥ t❤✐s s②st❡♠ ✭✐t ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ ❛♥ ❛ss✉♠❡❞ ♣r❡ss✉r❡ ♣r♦✜❧❡ ❡✳❣✳✮✱
s♦ t❤✐s ♠✐❣❤t ♥♦t ❜❡ r❡❧✐❛❜❧❡✳ ❲❡ ❜❡❧✐❡✈❡ ✐t ✐s ❜❡tt❡r t♦ s❡❡❦ ❛ ❢♦r♠ ♦❢ ❈❆P❊ t❤❛t ✐s ❜❛s❡❞ ❞✐r❡❝t❧② ♦♥
❆❇❈✬s ❡q✉❛t✐♦♥s ♦❢ ♠♦t✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ✇❤❛t ✐s ❞♦♥❡ ✐♥ t❤❡ ❛♣♣❡♥❞✐①✳

✭❛✮ ❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❡①t ❤❛s ❜❡❡♥ ❛❞❞❡❞✿ ✏❆ ♣♦s✐t✐✈❡ ✈❛❧✉❡ ✐♥❞✐❝❛t❡s ❡♥❡r❣② ✐s ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❢♦r ❝♦♥✈❡❝t✐♦♥✱
❛♥❞ ✐s t❤✉s ❛ ♠❡❛s✉r❡ ♦❢ ✐♥st❛❜✐❧✐t②✳ ❚❤❡ ❛❜♦✈❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ❢♦r ❈❆P❊ ❬st❛♥❞❛r❞ ❈❆P❊ ❡q✉❛t✐♦♥
❛❞❞❡❞ ✐♥✈♦❧✈✐♥❣ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ✈❛r✐❛❜❧❡❪ ✐s r❡❧❡✈❛♥t t♦ t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ❡q✉❛t✐♦♥s ♦❢ ♠♦t✐♦♥✳ ■♥ ❍②❞r♦✲
❆❇❈ t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ❡①♣❧✐❝✐t t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ✈❛r✐❛❜❧❡✱ ❜✉t ✇❡ ❝❛♥ ❞❡r✐✈❡ ❛ ♣❤②s✐❝❛❧❧② r❡❛s♦♥❛❜❧❡ ❈❆P❊✲❧✐❦❡
q✉❛♥t✐t② ❜② ❛♥❛❧②s✐♥❣ t❤❡ ❡♥❡r❣❡t✐❝s ♦❢ ❛♥ ❛✐r ♣❛r❝❡❧ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❆❇❈ ❡q✉❛t✐♦♥s✳✑ ▲✺✼✹✳

✭❜✮ ❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❡①t ❤❛s ❜❡❡♥ ❛❞❞❡❞ ❛❢t❡r ❊q✳ ✭❆✼✮ ✭♥♦✇ ❊q✳ ✭❈✼✮✮✿ ✏❆ ❧❛r❣❡ ❈❆P❊ ✐s ❛ss♦❝✐❛t❡❞

✇✐t❤ ❧❛r❣❡ ♣♦s✐t✐✈❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s b̂′(z)− b′env(z) ❜❡t✇❡❡♥ zLFC ❛♥❞ zLNB✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤
❜✉♦②❛♥t ❛✐r ✭❛✐r ❧♦❝❛❧❧② ✇❛r♠❡r t❤❛♥ ✐ts s✉rr♦✉♥❞✐♥❣s✮✳ ❙✐♠✐❧❛r❧② ❛ ❧❛r❣❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ❈■◆ ✐s ❛ss♦❝✐❛t❡❞
✇✐t❤ t❤❡ r❡✈❡rs❡ ✕ ❝♦♦❧❡r ❛✐r ❛t ❛ ❣✐✈❡♥ ❧♦❝❛t✐♦♥ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ ✐ts s✉rr♦✉♥❞✐♥❣s✳✑ ▲✻✵✾✳

✼
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❋✐❣✉r❡ ✹✿ ❱❡rt✐❝❛❧ ✇✐♥❞ ✐♥ t❤❡ ❧♦♥❣✐t✉❞❡✴t✐♠❡ ✭t♦♣ ♣❛♥❡❧s✮ ❛♥❞ ✇❛✈❡♥✉♠❜❡r✴❢r❡q✉❡♥❝② ✭❜♦tt♦♠ ♣❛♥❡❧s✮
❞♦♠❛✐♥s ❢♦r ❧❡✈❡❧ ✸✵ ✐♥ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ✭7.7km ❤❡✐❣❤t✮✳ ❚❤❡ ❧❡❢t ♣❛♥❡❧s ❛r❡ ❢♦r ❞r② ❆❇❈ ❛♥❞ t❤❡ r✐❣❤t ♣❛♥❡❧s
❛r❡ ❢♦r ❤②❞r♦✲❆❇❈✳ ❚❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ♦❢ u✱ v✱ w✱ ρ̃′✱ ❛♥❞ b′ ❛r❡ ✐❞❡♥t✐❝❛❧ ❢♦r ❆❇❈ ❛♥❞ ❍②❞r♦✲❆❇❈✱ ❛♥❞
t❤❡ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ✐♥✐t✐❛❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❢♦r q ❛♥❞ qc ❛r❡ t❤❡ s❛♠❡ ❛s t❤♦s❡ ✉s❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳ ✷✳ ■♥ t❤❡ ❜♦tt♦♠ ♣❛♥❡❧s✱
t❤❡ ❤♦r✐③♦♥t❛❧ ❞❛s❤❡❞ ❧✐♥❡s ❛r❡ ❡❛❝❤ ❛t ❢r❡q✉❡♥❝② A/(2π) ✭t❤❡ ♣✉r❡ ❣r❛✈✐t② ✇❛✈❡ ❢r❡q✉❡♥❝②✮✱ ❛♥❞ t❤❡ s❧♦♣❡❞
❞❛s❤❡❞ ❧✐♥❡s ❡❛❝❤ ❤❛s ❣r❛❞✐❡♥t df/dn = L−1

√
BC ✭t❤❡ ♣✉r❡ s♦✉♥❞ ✇❛✈❡ s♣❡❡❞✮✱ ✇❤❡r❡ f ✐s ❢r❡q✉❡♥❝② ✭t❤❡

y✲❛①❡s✮✱ n ✐s t❤❡ ✇❛✈❡♥✉♠❜❡r ✐♥❞❡① ✭t❤❡ x✲❛①❡s✮✱ ❛♥❞ L ✐s t❤❡ ❧❡♥❣t❤ ♦❢ t❤❡ ❞♦♠❛✐♥✱ 540× 103m✳

✽
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❋✐❣✉r❡ ✺✿ ❋✐❣✉r❡ ❆ ✭♥♦t s❤♦✇♥ ✐♥ t❤❡ ♣❛♣❡r✮✿ ❍②❞r♦st❛t✐❝ ✐♠❜❛❧❛♥❝❡ ✭❍■✮ ♣r♦✜❧❡s ❛t t❤r❡❡ ❧♦❝❛t✐♦♥s ❛t
t = 10min✳ ❚❤❡ ✜rst ♣r♦✜❧❡ ✐s ✐♥ t❤❡ ❝♦♥✈❡❝t✐♦♥ ③♦♥❡ ✭t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✜rst ✈❡rt✐❝❛❧ ❞❛s❤❡❞ ❧✐♥❡ ✐♥ ❋✐❣✳ ✼✮✱
t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♣r♦✜❧❡ ✐s ✐♥ t❤❡ ♠♦✐st ③♦♥❡ ✭♥♦t s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✼✮✱ ❛♥❞ t❤❡ t❤✐r❞ ♣r♦✜❧❡ ✐s ❛❧s♦ ✐♥ t❤❡ ♠♦✐st ③♦♥❡ ✭t❤❡
♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ✈❡rt✐❝❛❧ ❞❛s❤❡❞ ❧✐♥❡ ✐♥ ❋✐❣✳ ✼✮✳ ❚✇♦ ❧✐♥❡s ❛r❡ ❞r❛✇♥ ❢♦r ❡❛❝❤ ♣♦✐♥t✿ t❤❡ ❜❧✉❡ ❧✐♥❡s ❛r❡ t❤❡
❍■ ❢♦r t❤❡ ♣r♦✜❧❡ ✐♥ q✉❡st✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ♦r❛♥❣❡ ❧✐♥❡s ❛r❡ t❤❡ ❍■ ❢♦r t❤❡ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t ❝❧♦s❡ t♦ t❤❡ ♣♦✐♥t ✭❛✈❡r❛❣❡
♦❢ ✺✵ ❣r✐❞ ♣♦✐♥ts ❡✐t❤❡r s✐❞❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥✈❡❝t✐♥❣ ♣♦✐♥t ✭✶✵✶ ♣♦✐♥ts ✐♥ t♦t❛❧✮✮✳ ●✐✈❡♥ ❛ ✈❡rt✐❝❛❧ ♣r♦✜❧❡ ✭❛♥ ❛❝t✉❛❧
♣r♦✜❧❡ ♦r ❛ ❤♦r✐③♦♥t❛❧❧② ❛✈❡r❛❣❡❞ ♦♥❡✮✱ t❤❡ ❍■ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s (C∂ρ̃′/∂z − b′) / (RMS (C∂ρ̃′/∂z) + RMS (b′))✳

✾


